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  چكيده

 ين،زم يسيمغناط و ميدانثقل  يدانم يرنظ يزيكيو ژئوف يكيژئودت يهاداده يفيتحليل/ساخت ط يبرا ي راابزار استاندارد ي،هماهنگ كرو يلتبد
رو  يوستهپ ي،توپوگراف يرمرجع نظين زم يهاداده يتفكيك مكان ،SRTMير نظ ييفضا يراخ يهاآورد. به لطف مأموريتيفراهم م و جوّ يتوپوگراف

با مشكل ) <٢٠٠٠n( دارد. محاسبه توابع وابسته لژاندر در درجات بالايپدرجه/مرتبه مدل هماهنگ را در يش، افزاموضوع ينبه كاهش است كه ا
 يشينمحاسبه توابع وابسته لژاندر در مطالعات پ يو ستون يمختلف سطر يهاروش ،مشكل ينرفع ا يشود. برايرو مهروب يزپار يخطا يعدد

 يو ستون يسطر يتماست. الگور يهماهنگ كرو ساختتحليل و  يلها در تبدروش ينا ييكارا يبررس حاضر، د شده است. هدف از مطالعهيشنهاپ
محاسبه توابع وابسته  ياجرا شده است. برا يبا توان پردازش موازو فرترن نويسي به زبان برنامهافزار نرم يكدر  يتحليل و ساخت هماهنگ كرو

-نرم مبتني بر يعدد يجاستفاده شد. نتا )ERAحساب برد مبسوط ( روشاز  يستونحالت و در  )Belikov( بليكوف از روش يرطلژاندر در حالت س

دارند.  يهماهنگ كرو يلدر تبد يكسانيدقت  ،٢١٦٠٠تا  ٢١٦٠در بازه درجه/مرتبه  يو ستون يدهد هر دو روش سطريشده نشان مدادهافزار توسعه
  .است تريعبرابر سر ٢/١و  ٨/١يب ترتبه يو مواز يدر پردازش سر ينسبت به ستون يسرعت روش سطر ينهمچن
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  مقدمه     ١
,𝑓(𝜃بسط سري هماهنگ كروي تابع كراندار  𝜆)  با رابطه

  ):١٩٦٧شود (هايسكانن و موريتز، زير تعريف مي

 

𝑓(𝜃, 𝜆) = ෍ ෍ 𝐶௡௠𝑌௡௠
௖

௡

௠ୀ଴

(𝜃, 𝜆)

୒

௡ୀ଴

+ 𝑆௡௠𝑌௡௠
௦ (𝜃, 𝜆) 

)١(  

  

,𝜃)كه  𝜆) ،مختصات كروي 𝑓௡௠  ضرايب سري

𝑌௡௠هاي كروي و هماهنگ
௖  و𝑌௡௠

௦ هاي كروي هماهنگ

 هستند: m و مرتبه nاز درجه 

 

൜
𝑌௡௠

௖ (𝜃, 𝜆)

𝑌௡௠(𝜃, 𝜆)
ൠ = 𝑃௡௠(cos 𝜃) ቄ

cos 𝑚𝜆
sin 𝑚𝜆

 )٢(  

𝑃௡௠  توابع وابسته لژاندر (نوع اول) هستند. توابع وابسته

  لژاندر، توابع ويژه معادله ديفرانسيل

 
𝑑

𝑑𝑡
(1 − 𝑡ଶ)

𝑑

𝑑𝑥
𝑃௡௠(𝑥) ቆ𝑛(𝑛 + 1)

−
𝑚ଶ

1 − 𝑡ଶ
ቇ 𝑃௡௠(𝑡) = 0  

)٣(  

𝑡هستند كه در اين رابطه  = cos 𝜃  ًاست. توابع كاملا

هايسكانن اند از (عبارت )fnALFلژاندر ( شده وابستهنرمال

 ):١٩٦٧و موريتز، 

 

𝑃ത௡௠(𝑡)

= ඨ൫2 − 𝛿௠,଴൯(2𝑛 + 1)
(𝑛 − 𝑚)!

(𝑛 + 𝑚)!
 𝑃௡௠(𝑡)     0

≤ 𝑚 ≤ 𝑛 

)٤(  

برداري دلتاي كرونكر است. بر اساس قضيه نمونه 𝛿௠,଴كه 

) به نرخ ١روي كره، درجه سري هماهنگ رابطه (

ها وابسته است. بيشينه درجه برداري دادهنمونه

برابر  Δها با فاصله كماني منظم شونده براي دادهبازيابي

N =
గ

୼
). در اين مطالعه تنها ١٩٩٤است (اسنيو،  

 روي شوندهتعريف توابعو  سطحي هاي كرويگهماهن

 ياست برا يهي. بدشوندبررسي مي يضويسطح كره/ب

,𝑟)بعدي كه تابعي از سه توابع 𝜃, 𝜆)  هستند، به

هاي كروي فضايي نياز است، اما با توجه به رابطه هماهنگ

هاي كروي سطحي و فضايي، تمامي مطالب اين هماهنگ

مطالعه درباره تحليل هماهنگ كروي فضايي توابع 

  بعدي نظير ميدان پتانسيل نيز صادق است. سه

اي نظير سنجش از هاي نوين ماهوارهبه لطف فناوري    

اي، هاي راداري و تعيين موقعيت ماهوارهدور، سامانه

هاي زمين مرجع كاهش چشمگيري تفكيك مكاني داده

، +SRTM15داشته است؛ براي مثال در مدل توپوگرافي 

اي ثانيه درجه ١٥تفكيك مكاني  ارتفاعات سراسر زمين با

متر روي استوا) در دسترس است (تزر  ٥٠٠(معادل حدود 

) از ٢٠١٥). در مطالعه ركسر و هرت (٢٠١٩و همكاران، 

نسخه اوليه اين مدل براي توليد مدل هماهنگ توپوگرافي 

  استفاده شده است.  ٤٣٢٠٠زمين تا درجه/مرتبه 

) SHTكروي (بخش عمده محاسبات تبديل هماهنگ     

است. در اينجا منظور از  fnALFمعطوف به نحوه محاسبه 

SHT) تحليل هماهنگ كروي ،SHA و ساخت (

). اين ٢٠١٧) است (جكلي، SHSهاي كروي (هماهنگ

اهميت بيشتري پيدا  Nمسئله با افزايش درجه هماهنگ 

خطاي  fnALF در محاسبه Nكند؛ زيرا با افزايش مي

دهد و بنابراين عددي نظير پاريز يا ناپايداري رخ مي

هايي اضافي مستلزم استفاده از روش fnALFمحاسبه 

ها اغلب جهت غلبه بر اين خطاهاست. استفاده از اين روش

برابر حالت  ٥٠باعث كاهش سرعت محاسبات حتي تا 

كارگيري ). به٢٠٠٨شود (ويتور و همكاران، استاندارد مي

ش مناسب با كمترين اثر در كاهش سرعت و دقت يك رو

محاسبات، باعث افزايش كارايي تبديل هماهنگ كروي 

  شود.مي

هاي متعددي براي محاسبه در مطالعات پيشين، روش    

هاي بالا معرفي براي درجه و مرتبه fnALFسريع و دقيق 

هاي شده است. بيشتر اين مطالعات به مقايسه كارايي روش

اند. اين در حالي است با يكديگر پرداخته fnALFمختلف 

 SHTبه تنهايي، اهميتي در بحث  fnALFكه محاسبه 

به  SHS و SHAندارد. ازآنجاكه الگوريتم محاسبه عددي 
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ها در وابسته است، بايد اثر اين روش fnALF نحوه محاسبه

كه اين بخش در مطالعات ديده شود درحالي SHT كارايي

نشده و بررسي آن هدف اصلي اين مقاله   گرفتهقبلي درنظر

  است. 

  

  ينظر مباني    ٢
هاي تكراري استفاده معمولاً از روش fnALFبراي محاسبه 

اي پيشرو ستوني شود. روش متداول، روابط سه نقطهمي

است كه در اغلب مطالعات نظير هلمز و فيدرسون 

) پيشنهاد و در ٢٠١٢) و بالمينو (٢٠١٢)، فوكوشيما (٢٠٠٢(

)، ٢٠١١(رينكه،  Lisharbهاي مختلف نظير افزارنرم

SHTns  ،و ٢٠١٣(شفر (SHTOOLS  ويكزورك و)

است. معادلات اين روش   شده  گرفتهكار) به٢٠١٨مچد، 

  ):٢٠١٢اند از (فوكوشيما، عبارت
𝑃௡,௠ = 𝑎௡௠ 𝑡𝑃௡ିଵ,௠ − 𝑏௡௠  𝑃௡ିଶ,௠ ,

𝑛 ≥ 2, 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 − 2 

𝑎௡௠ = ට
(ଶ௡ିଵ)(ଶ௡ାଵ)

(௡ି௠)(௡ା௠)
  ,      𝑏௡௠ =

ට
(ଶ௡ାଵ)(௡ା௠ିଵ)(௡ି௠ିଵ)

(ଶ௡ିଷ)(௡ି௠)(௡ା௠)
 

)٥(  

است كه از رابطه  𝑃௠,௠مقدار اوليه براي شروع تكرار، 

  شود:بازگشتي زير محاسبه مي

𝑃௠,௠ = ඨ
2𝑚 + 1

2𝑚
 𝑢𝑃௠ିଵ,௠ିଵ,   𝑃଴,଴ = 1,

𝑛 ≥ 1 

)٦(  

𝑢كه  = sin 𝜃 ) با نزديك شدن به ) ٦است. در رابطه

 𝑃௠,௠، مقادير mشود. با افزايش كوچك مي 𝑢قطب، 

كه از بازه اعداد طوريشوند بهطور متوالي كوچك ميبه

 يبرا IEEE754استاندارد با دقت مضاعف قابل ذخيره در 

شوند. در اين استاندارد، خارج مي شناور يزحساب مم

قرار  ١٠- ١٠٣٠٨+٣٠٨اعداد با دقت مضاعف در بازه 

گيرند. با خارج شدن از اين بازه از سمت پايين و بالا مي

دهد. در اين ترتيب خطاي عددي پاريز و سرريز رخ ميبه

  گرفته(به اشتباه) صفر درنظر 𝑃௠,௠حالت مقادير عددي 

  انجامد. ) به نتايج غلط مي٥رابطه (شوند و مي

پيشنهاد هاي مختلفي براي حل مشكل خطاي پاريز، روش

شده است كه در بين آنها استفاده از ايده حساب برد 

نسبت  (Extended Range Arithmetic, ERAمبسوط (

انوموتو، به سايرين از سرعت بيشتري برخوردار است (

ر اين روش، هر عدد د ).٢٠١٦و نويكوا و دميترنكو،  ٢٠١٥

دد ضرب يك عصورت حاصلتوان بهرا مي 𝑋غير صفر 

  نوشت: 𝑖𝑋و يك متغير صحيح  𝑥اعشاري 

𝑋 = 𝑥𝐵௜௑  
است.  ٢يك عدد تواني تا حد امكان بزرگ در پايه  Bكه 

ଵو  Bدر دقت مضاعف، چنانچه عددي در بازه 

஻
قرار  

𝑖𝑋بگيرد،  = برابر  𝑖𝑋طور كلي مقدار است، اما به 0

int(
௑

஻
)، استفاده ٢٠١٢است. براساس برآورد فوكوشيما ( (

باعث كاهش سرعت محاسبات به ميزان حدود  ERAاز 

 يدهشود. امي) ٥نسبت به روش استاندارد (رابطه  %٣٠

را پرزو و رينكه  fnALFبراي محاسبه  ERAاستفاده از 

) ٢٠١٢) و فوكوشيما (٢٠١١)، نسوادبا (٢٠١٠(

 GrafLab.mافزارهاي نرم در ERAروش اند. گرفتهكاربه

دانشگاه اشتوتگارت  SHbundle) و ٢٠١٣(بوچا و يانك، 

) ٢٠١٥اين، ركسر و هرت (برنيز استفاده شده است. علاوه

 افزار) را در نرم٢٠١٢مطالعه فوكوشيما ( ERAافزار نرم

SHTOOLS  اجرا كردند و توانستند مدل توپوگرافي زمين

  كنند. تحليل ٤٣٢٠٠را تا درجه/مرتبه 

اي را ) روش تكراري چهار نقطه١٩٩١بليكوف (    

) كرد. اين روش توانايي محاسبه ٦جايگزين رابطه (

fnALF  را تا درجه/مرتبه خيلي بالا بدون خطاي عددي

  اند از:پاريز دارد. معادلات اين روش عبارت

𝑃௡,଴ = 𝑎௡𝑥𝑃௡ିଵ,଴ −
𝑢

2
𝑏௡𝑃௡ିଵ,ଵ, 𝑛 > 0, 𝑚 = 0 

𝑎௡ = ඨ
(2𝑛 + 1)

(2𝑛 − 1)
 ,    𝑏௡ = 𝑎௡ඨ

2(𝑛 − 1) 

𝑛
   

𝑃௡,௠ = 𝑐௡௠𝑡𝑃௡ିଵ,௠ − 𝑑௡௠𝑢𝑃௡ିଵ,௠ାଵ

+ 𝑒௡௠𝑢𝑃௡ିଵ,௠ିଵ,   𝑛 > 0, 𝑚
> 0 

𝑐௡௠ =
𝑎௡

𝑛
ඥ(𝑛 + 𝑚)(𝑛 − 𝑚)  
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𝑑௡௠ =
𝑎௡

2𝑛
ඥ(𝑛 − 𝑚)(𝑛 − 𝑚 − 1) 

 𝑒௡௠

=
𝑎௡

2𝑛
ඥ1 + 𝛿௠ିଵ,଴ඥ(𝑛 + 𝑚)(𝑛 + 𝑚 − 1) 

)٧(  

 ) نشان دادند دقت و سرعت٢٠٢٠زينگ و همكاران (

بيشتر است. علاوه  ERA محاسبات روش بليكوف از روش

بندي بسيار بر كارايي بيشتر، روش بليكوف فرمول

تري دارد و بدون نياز به الگوريتم اضافي، تا درجات ساده

را محاسبه  fnALF تواندمي = N ٦٤٨٠٠بسيار بالا نظير 

  كند.

مختلف هاي براي درجه و مرتبه  𝑃௡௠فرض كنيد توابع     

كه سطرها طوريمثلثي باشند بهبه شكل ماتريس پايين

باشند. در اين  mها بيانگر مرتبه و ستون nبيانگر درجه 

را  fnALFو بليكوف، توابع  ERAهاي صورت روش

كنند كه با صورت سطري و ستوني محاسبه ميترتيب بهبه

هاي توجه به نحوه عمل متفاوت آنها، الگوريتم

SHA/SHS في خواهند داشت؛ لذا مقايسه عملكرد مختل

دو روش فوق، به تنهايي كافي نيست و بايد كل فرايند 

SHA .مقايسه شود  

  

 SHTاجراي     ٣

از رابطه زير  𝑆௡௠و   𝐶௡௠در تحليل هماهنگ، ضرايب

  آيند:ميدستبه

൜
𝐶௡௠

𝑆௡௠
ൠ

=
1

4𝜋
ඵ 𝑓(𝜃, 𝜆)𝑃௡௠(𝑡) ቄ

cos 𝑚𝜆
sin 𝑚𝜆

ቅ  d𝑠 ,
ௌ

 
)٨( 

d𝑠كه  = sin 𝜃 d𝜃 d𝜆  عنصر مساحت است. شكل

  گسسته رابطه فوق عبارت است از:

൜
𝐶௡௠

𝑆௡௠
ൠ

=
1

4𝜋
෍ ෍ 𝜔௜௝𝑓൫𝜃௜, 𝜆௝൯ ቊ

𝑌௖൫𝜃௜ , 𝜆௝൯

𝑌௦(𝜃௜ , 𝜆௝)
ቋ .

௃

௝ୀଵ

ூ

௜ୀଵ

 
)٩( 

,𝑓൫𝜃௜گيري و ضرايب انتگرال 𝜔௜௝كه  𝜆௝൯ها در ، داده

صورت زير توان بهاخير را مي شبكه است. رابطه موقعيت

  كرد:بازنويسي 

ቄ
𝑐௡௠

𝑠௡௠
ቅ =

1 + 𝛿௠଴

4
෍ 𝑤௜𝑃௡௠(𝑡௜)

ூ

௜ୀଵ

൜
𝐴௠(𝜃௜)

𝐵௠(𝜃௜)
ൠ )١٠( 

  برابرند با: 𝐵௠(𝜃௜)و  𝐴௠(𝜃௜)كه 

  

൜
𝐴௠(𝜃௜)
𝐵௠(𝜃௜)

ൠ

=
1

(1 + 𝛿௠଴)𝜋
෍ 𝑓൫𝜃௜, 𝜆௝൯ ൜

 cos 𝑚𝜆௝

 cos 𝑚𝜆௝
ൠ .

௃

௝ୀଵ

 
)١١( 

) امكان استفاده از تبديل ١١) و (١٠استفاده از معادلات (

فراهم  𝐵௠(𝜃௜)و  𝐴௠(𝜃௜)فوريه را براي محاسبه ضرايب 

كند كه نقش مهمي در افزايش سرعت محاسبات دارد. مي

  آمده است. ١نياز در شكل   روابط مورد

  
for i = 1 to 𝑛ఝ  ! 𝑛ఝ= number of 𝜑          
    𝐹௜ = 𝐹𝐹𝑇{𝑓(𝜑௜, 𝜆ଵ:ଶே )}  
    !  𝑓(𝜑௜, 𝜆ଵ:ଶே): data of parallel 𝜑௜ 
    𝐴௠ = 𝑅𝑒 (𝐹௜ )  . 𝑤௜ ! 𝑤௜ : integrations 
weights 
    𝐵௠ = −𝐼𝑚(𝐹௜ )  . 𝑤௜ 
    for n = 0 to N    
       mఝ = n cos 𝜑 + 𝜇  ! polar optimization  
       𝑃௡,଴:௠ക

=call ALF_row(𝜑, n)  
       for m = 0 to mఝ      
           𝐶௡௠ = 𝐶௡௠ + 𝑃௡௠ 𝐴௡ 
           𝑆௡௠ = 𝑆௡௠ + 𝑃௡௠ 𝐵௡  
       end !for m            
    end !for n 
end !for i 

for i = 1 to 𝑛ఝ  ! 𝑛ఝ= number of 𝜑          
    𝐹௜ = 𝐹𝐹𝑇{𝑓(𝜑௜, 𝜆ଵ:ଶே )}  
    !  𝑓(𝜑௜, 𝜆ଵ:ଶே): data of parallel 𝜑௜ 
    𝐴௠ = 𝑅𝑒 (𝐹௜ )  . 𝑤௜ ! 𝑤௜ : integrations 
weights 
    𝐵௠ = −𝐼𝑚(𝐹௜ )  . 𝑤௜ 
    Nఝ = N cos 𝜑 + 𝜇′  ! polar optimization  
    for m = 0 to 𝑁ఝ      
       𝑃௠ ∶ ୒,௠=call ALF_col(𝜑, m)  
       for n = m to N      
           𝐶௡௠ = 𝐶௡௠ + 𝑃௡௠ 𝐴௡ 
           𝑆௡௠ = 𝑆௡௠ + 𝑃௡௠ 𝐵௡  
       end !for n            
    end  !for m 
end  !for i 

  (سمت چپ). و محاسبات سطري(سمت راست) fnALFبراي محاسبات ستوني  در اين مطالعه رفتهكارهكروي ب تحليلالگوريتم  .١شكل 



 ٥٩                                                                                                                    .هاي سطري و ستوني تبديل هماهنگ كروي از درجه/مرتبه خيلي بالامقايسه روش

  

𝑓(𝜃௜ مشخصات شبكه      , 𝜆௝)  موقعيت نقاط و تعداد آنها)

برداري روي كره در راستاي طول و عرض) به نظريه نمونه

لژاندر براي    -وابسته است. در اين مقاله از روش گوس

SHA به روش شود. براي تحليل هماهنگ استفاده مي

گوس معلوم باشند.  شبكه ها بايد رويلژاندر داده   -گوس

 توابع يهاشهير عرض، يراستا در شبكه نيا نقاط موقعيت

  :)١٩٩٤(اسنيو،  است لژاندر

𝑃୒(𝑡௜) = 0, 𝑖 = 1, 2, 3, … , N + 1 . )١٢( 

  گيري برابر است با:وزن انتگرال

𝑤௜ =
2

[𝑡௜  𝑃′௡ (cos 𝜃௜)]ଶ
 )١٣( 

است. توزيع نقاط روي  𝑡مشتق تابع لژاندر نسبت به  ′𝑃كه 

  صورت زير است:طول جغرافيايي نيز به

𝜆௝ = 𝑗Δ, 𝑗 = 0, 1, ⋯ , 2N      Δ =
𝜋

N
 )١٤( 

تحليل هماهنگ روي شبكه گوس توانايي بازسازي كامل 

الگوريتم تحليل كروي را براي  ١مشاهدات را دارد. شكل 

دهد. نشان مي fnALFهاي ستوني و سطري محاسبه روش

سازي الگوريتم براي ها، بهينهنكته گفتني در اين الگوريتم

 نشان دادند: )٢٠٠٧مناطق قطبي است. جكلي و همكاران (

𝑃௡௠ → 0 , 𝑚 > 𝑛 sin 𝜃 + 𝜇 )١٥(  

- ٣ N مطالعه مقدار نياست. در ا يتجرب يپارامتر 𝜇كه 

١٠١٠٠+٨𝜇 طا انتخاب شده است. با خ و يسع با  =

 ،fnALF ) در روش سطري محاسبه١٥استفاده از رابطه (

  تا مرتبه  nمحاسبات در هر سطر به جاي مرتبه 

  

𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝜇 < 𝑛 كند. با نزديك شدن به ادامه پيدا مي

sinقطب و كوچك شدن  𝜃طور ، سرعت محاسبات به

 هاي ستوني محاسبهيابد. در روشچشمگيري افزايش مي

fnALF  نيز محاسبات به جاي مرتبهN تا𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 𝜇 < N 

 ). ٢٠١٢يابد (بالمينو و همكاران، ادامه مي 

همانند محاسبات تحليل، از تبديل فوريه براي سرعت     

توان استفاده كرد. براي نيز مي SHS بخشيدن به محاسبات

  شود:صورت زير بازنويسي مي) به١اين منظور رابطه (

  

𝑓൫𝜃௜ , 𝜆௝൯ = ෍ ෍ 𝐶௡௠𝑌௡௠
௖

ே

௡ୀ௠

൫𝜃௜ , 𝜆௝൯

୒

௠ୀ଴

+ 𝑆௡௠𝑌௡௠
௦ ൫𝜃௜ , 𝜆௝൯ 

)١٦(  

  

  توان به دو رابطه زير تبديل كرد:اين رابطه را مي

𝑓൫𝜃௜ , 𝜆௝൯ = ෍ 𝐶௠(𝜃௜) cos 𝑚𝜆௝

୒

௠ୀ଴

+ 𝐷௠(𝜃௜) sin 𝑚𝜆௝  

൜
𝐶௠(𝜃௜)

𝐷௠(𝜃௜)
ൠ = ෍ 𝑃௡௠(𝜃௜) ቄ

𝑐௡௠

𝑠௡௠
ቅ .

୒

௡ୀ௠

 

)١٧( 

  

براي هر  𝐷௠و  𝐶௠ابتدا ضرايب  SHS در محاسبات

𝜃௜مدار ) مقدار ١٧شود سپس از رابطه (محاسبه مي  

𝑓൫𝜃௜ , 𝜆௝൯ ٢آيد. شكل ميدستبا تبديل معكوس فوريه به 

 را براي محاسبه ستوني و سطري SHS الگوريتم محاسباتي

fnALF كند.ارائه مي   

for i = 1 to 𝑛ఝ 
   for n = 0 to N    
        𝑚ఝ = N cos 𝜑 + 𝜇ᇱ  ! polar 
optimization   
        𝑃௡,଴∶௠ക

=call ALF(𝜑, n) 
        for m = 0 to 𝑚ఝ 
             𝐶௠ = 𝐶௠ + 𝐶௡௠  𝑃௡௠ 
             𝐷௠ = 𝐷௠ + 𝑆௡௠   𝑃௡௠ 
        end !for m 
   end !for n 
   f(i,1:𝑛ఒ)= Re{FFTିଵ(𝐶௠ + 𝑖𝐷௠)} 
end !for i 

for i = 1 to 𝑛ఝ 
   Nఝ = N cos 𝜑 + 𝜇  ! polar optimization   
   for m = 0 to 𝑁ఝ    
        𝑃௠:୒,௠=call ALF(φ, m) 
        for n = m to N 
             𝐶௠ = 𝐶௠ + 𝐶௡௠   𝑃௡௠ 
             𝐷௠ = 𝐷௠ + 𝑆௡௠  𝑃௡௠ 
        End !for n 
   end !for m 
   f(i,1:𝑛ఒ)= Re{FFTିଵ(𝐶௠ + 𝑖𝐷௠)} 
end !for i 

  (سمت چپ). محاسبات سطري (سمت راست) و fnALFبراي محاسبات ستوني  در اين مطالعه رفتهكارهكروي ب تحليلالگوريتم  .٢شكل 



 ١٤٠٠، ١، شماره ١٥مجله ژئوفيزيك ايران، جلد                                                    گلي                                                                                                                  ٦٠

  

  محاسبات عددي     ٤
افزار با زبان يك نرم براي محاسبات عددي اين مطالعه

 ERAتوسعه داده شد. براي روش  ٩٥نويسي فرترن برنامه

) استفاده شد. ٢٠١٢شده فوكوشيما (دادهافزار توسعهاز نرم

را نويسنده  SHAو  SHSهاي بليكوف و محاسبات روش

هاي امروزي توسعه داده است. ازآنجاكه اغلب پردازنده

نخي هستند، در صورت چندقادر به رايانش موازي به

اي شده، به كمك توابع كتابخانهدادهافزار توسعهنرم

Openmp امكان رايانش موازي وجود دارد. محاسبات ،

SHS  وSHA  شامل سه حلقه تكراري تودرتو است كه

براي دستيابي به كارايي بهينه، محاسبات روي حلقه اول يا 

 ١هاي طور موازي انجام شوند (شكلتوانند بهحلقه دوم مي

افزارهاي موجود تحليل هماهنگ كه از ). در اغلب نرم٢و 

طور برند، حلقه دوم بهبهره مي fnALFمحاسبات ستوني 

كه در روش سطري (روش شود درحاليموازي محاسبه مي

بليكوف) امكان رايانش موازي روي حلقه دوم منتفي 

است؛ زيرا محاسبه هر سطر وابسته به سطر قبلي است. اين 

 SHTكارگيري روش بليكوف در نكته منفي در به يك

مراتب از حلقه سازي حلقه دوم بهاست؛ چون اعمال موازي

شده در اين دادهافزار توسعهتر است. در نرماول ساده

مطالعه، محاسبات حلقه اول (حلقه روي عرض كروي) 

افزار براي افزايش شود. در اين نرمطور موازي انجام ميبه

در نيمكره شمالي نسبت  fnALFويژگي تقارن سرعت از 

به نيمكره جنوبي نيز استفاده شده است؛ بنابراين توابع 

fnALF شوند كه اين تنها براي يك نيمكره محاسبه مي

موضوع تأثير چشمگيري در افزايش سرعت محاسبات 

) ٢٠١٨ويكزورك و مچد (به  بيشتر دارد. براي جزئيات

  مراجعه كنيد.

قايسه دو روش سطري و ستوني، به كارايي بخش اول م    

اختصاص دارد. منظور از كارايي،  fnALFآنها در محاسبه 

كه در طوردو عامل سرعت و دقت محاسبات است. همان

با  fnALFقبل اشاره شد، با نزديك شدن به قطب، محاسبه 

مشكلات عددي همراه است؛ لذا نقاط آزمون بايد طوري 

ها در آنها عددي احتمالي روشانتخاب شوند كه مشكلات 

 ٨٩٩روي  fnALFنمايان شود. براي اين منظور، محاسبات 

ترتيب زير تعريف عرض جغرافيايي انجام گرفت كه به

  شوند:مي

𝜑 =
Δ

2
+ (𝑖 − 1) × 0.1,

𝑖 =  1,2, … , 899  
)١٨( 

Δدر اين رابطه  =
ே

ଵ଼଴∘ ١٨جايي شبكه (است. علت جابه (

୼به اندازه 

ଶ
، به Nتا درجه/مرتبه  SHTاين است كه در  

𝑃௡௠محاسبه  ቀcos ቀ
గ

ଶ
−

୼

ଶ
ቁቁ  نياز است. براي بررسي دقت

شود (فوكوشيما، از اتحاد زير استفاده مي fnALF نسبي)(

٢٠١٢:(  

𝛿𝐼 = ฬ
𝐼

(𝑁 + 1)ଶ
− 1ฬ ;    𝐼

= ෍ ෍ [𝑃௡௠(cos 𝜃)]ଶ

௡

௠ୀ଴

ே

௡ୀ଴

= (𝑁 + 1)ଶ 
)١٩( 

  

و بليكوف در مطالعه زينگ و  ERAدقت هر دو روش 

) بررسي و اثبات شده است. علت استفاده ٢٠٢٠همكاران (

هاي افزار)، آزمودن صحت نرم١٩از رابطه (

را براي درجه  𝛿𝐼تابع  ٣شده است. شكل دادهتوسعه

٦٤٨٠٠ N= بر اساس اين شكل، دقت روش دهد.نشان مي 

ERA  برخلاف روش بليكوف با نزديك شدن به قطب

 ٤٠°هاي كوتاه كاهش چشمگيري دارد. البته براي عرض

𝜑 كمي بيشتر از بليكوف است. اين  ERAدقت روش  >

) ٢٠٢٠نتايج با نتايج مطالعات زينگ و همكاران (

  همخواني دارد.

زمان محاسبات را براي محاسبه شبكه رابطه  ١جدول     

و بليكوف در دو حالت سري و  ERA) به دو روش ١٨(

دهد. دو ارائه مي ٦٤٨٠٠تا  ٢١٦٠موازي براي درجات 

 عدديمشكلات اين است كه  ٢١٦٠علت شروع از درجه 

د و نشويشروع م ٢١٦٠اغلب از درجه  fnALFدر محاسبه

پايين سرعت  درجات يمحاسبات برا ديگر اينكه معمولاً 

   در يك رايانه زيادي دارند. محاسبات عددي اين مطالعه
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 . =٦٤٨٠٠Nدر درجه هماهنگ  ERAو  بليكوفهاي مختلف براي دو روش در عرض 𝛿𝐼مقدار كميت. . ٣شكل 

  

   .(برحسب ثانيه) براي درجات مختلف در رايانش سري و موازي fnALFزمان محاسبات  .١جدول 

٢١٦٠  ٥٤٠٠  ١٠٨٠٠  ٢١٦٠٠  ٤٣٢٠٠  ٦٤٨٠٠   Nmax 

Nthread=  ١  

  بليكوف   ٨٨٨/٢  ٦٧٨/١٤  ٣٩٥/٦٣  ٢١/٢٦١  ٨٦/١١٢٥  ٩٢/٢٥٠٨

٧١٥/٥  ٢٠١/٣٣  ٥٩/١٣٢  ٧٥/٥٣٤ ٤٨/٢١٩٩  ٩٩/٤٨٥٣    ERA  

Nthread=  ١٠  

  بليكوف    ٥٧٤/٠  ٩٢٨/٣  ٥٦٥/١٩  ٧٦٣/٩٤  ٨٥/٤٢٨  ٤١/١٠١٠

٧٩٥/٠  ٨٦٠/٤٠  ٨١٩/١٩  ٢٧١/٨٠  ٧٠/٣٢٥  ٤٠/٧٣٢    ERA  

  

 40GBو حافظه  Core-i7 8700Kشخصي با پردازنده 

 gfortran v7.4استفاده   انجام شده است. كامپايلر مورد

اجرا شده است. در  O3 –march=native–تحت فرمان 

رايانش موازي از ده نخ پردازشي (از مجموع دوازده نخ 

  پردازشي موجود) استفاده شده است. نتايج عددي 

  دهد روش بليكوف در حالت سري نشان مي ١جدول 

  ترو بالاتر بيش از دو برابر سريع ٢١٦٠ براي درجات

 ٢١٦٠است. اين نسبت براي همه درجات  ERAاز روش  

  تقريباً يكسان است. در حالت موازي، نتايج ٦٤٨٠٠تا 

  وابسته است. ميزان افزايش سرعت Nبه درجه  

  محاسبات با ده نخ پردازشي نسبت به يك نخ پردازشي 

 ٣/٣و  ٦/٧حدود  ترتيببه ERAهاي بليكوف و در روش 

  توان گفت روش بليكوف نسبت بهبرابر است. مي

 ERA ي دارد.عملكرد ضعيفي در محاسبات مواز  

نكته درخورتوجه اين است كه براي درجات بالاتر از  

كمتر از روش  ERAزمان محاسبات روش  ١٠٨٠٠

  بليكوف است.

مشهود است، براي  ٢و  ١هاي طور كه در شكلهمان    

سازي در ، از بهينهSHTافزايش سرعت در محاسبات 

 سازي برشود. براي بررسي اثر بهينهمناطق قطبي استفاده مي

 ٢سازي در جدول ها، زمان محاسبات با بهينهكارايي روش

دهد نشان مي ٢ارائه شده است. نتايج عددي جدول 

هاي سطري كارايي بيشتري سازي قطبي روي روشبهينه

سازي، هاي ستوني دارد. همچنين بهينهنسبت به روش

ضعف روش بليكوف را در رايانش موازي برطرف 

كه سرعت محاسبات در روش بليكوف طوريكند بهمي

تا  ٢١٦٠تمامي درجات در  ERAبرابر روش  ٥/١تقريباً 

  است.  ٦٤٨٠٠
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  سازي قطبي در رايانش سري و موازي.(برحسب ثانيه) براي درجات مختلف با اعمال بهينه fnALF. زمان محاسبات ٢ جدول

٢١٦٠  ٥٤٠٠  ١٠٨٠٠  ٢١٦٠٠  ٤٣٢٠٠  ٦٤٨٠٠   Nmax 

Nthread=١ 

  بليكوف   ٥٥٧/١  ٣٦٢/٩  ٢٥٠/٣٩  ٥٣/١٦٦  ٥٣/٧١٨  ٦٤/١٦٣٨

٥٧٢/٣  ٢٣٥/٢٢  ٤٢٤/٩٠  ٩٦/٣٦٦ ٩٦/١٤٨٦  ١٦/٣٣٦٦    ERA  

Nthread=١٠ 

  بليكوف    ٢٥٥/٠  ٥٦٠/١  ٦٢٥/٦  ٠٣٣/٣١  ٤٠٨/١٤١  ٧٠٨/٣٣٣

٤٤٨/٠  ٩٨٠/٢  ٤٣٢/١٢  ٠٤٩/٥١ ٩٦٦/٢٠٩  ٧٢١/٤٧٥    ERA  

  

  .براي درجات مختلف SHTخطاي جذر ميانگين مربعات و خطاي بيشينه  .٣جدول

٢١٦٠ ٥٤٠٠ ١٠٨٠٠ ٢١٦٠٠  Nmax 

𝒆𝐦𝐚𝐱 

٨٢/٠ E-٣٨/٠     ١٠ E-٢١/٠      ١٠ E-٦٧/٠ ١٠ E-بليكوف  ١١ 

١١/٠ E-٣٨/٠      ٠٩ E-٧٨/٠      ١٠ E-٢٣/٠ ١١ E-١١  ERA 
RMS 

١٦/٠ E-٨٧/٠ ١١ E-١٢/٠ ١٢ E-٤٦/٠ ١١ E-بليكوف  ١٢ 

١٦/٠ E-٨٦/٠ ١١ E-٣٩/٠ ١٢ E-١٥/٠ ١٢ E-١٢  ERA 

  

طوركه پيش از اين اشاره شد، بهتر است كارايي همان    

در محاسبه  ERAدو روش سطري بليكوف و ستوني 

fnALF در محاسبات ،SHA  وSHS  بررسي شود. براي

شود كه در اين منظور، در اين مطالعه از روشي استفاده مي

و  𝐶௡௠) ارائه شده است. ابتدا ضرايب ٢٠١٣مطالعه شفر (

𝑆௡௠ صورت تصادفي در بازه براي درجات مختلف به

١+١- شوند. مقدار تابع روي يك شبكه گوس توليد مي

𝐶௡௠ هماهنگ يبضراشود و توليد مي SHSبا 
ᇱ  و𝑆௡௠

ᇱ  با

SHA  د. نرم نشومي بازيابيلژاندر   -روش گوسبه𝐿ଶ 

 ي(خطا بيشفنرم چ و  مربعات) ميانگينجذر  ي(خطا

  :ندسته فرايند ايندقت  معيارهاي بررسي) بيشينه

RMSଶ =
2

(N + 1)(N + 2)
෍ ෍ (𝑐௡௠

୒

௠ୀ଴

୒

௡ୀ଴

− 𝑐௡௠
ᇱ )ଶ

+ (𝑠௡௠ − 𝑠௡௠
ᇱ )ଶ, 

e୫ୟ୶ = max(|𝑐௡௠ − 𝑐௡௠
ᇱ |, |𝑠௡௠ − 𝑠௡௠

ᇱ |)     

 

)٢٠(  

  

اين فرايند بسته، يك بار با الگوريتم سطري و يك بار با 

شود. الگوريتم ستوني براي درجات مختلف انجام مي

آمده است. با  ٣نتايج عددي دقت محاسبات در جدول 

 ٢١٦٠٠توجه به مشكلات حافظه، محاسبات تا درجه/مرتبه 

در يارانش  ٤٣٢٠٠متوقف شده است. درجه هماهنگ 

نياز دارد كه در  RAMحافظه  ٧٥ GBموازي به بيش از 

رغم دسترس نبود. با توجه به سهم اندك مناطق قطبي، علي

 ERAي بليكوف در مناطق قطبي از اينكه دقت روش سطر

بيشتر است، درعمل خطاي جذر ميانگين مربعات براي 

در هر دو روش يكسان است  ٢١٦٠٠و  ١٠٨٠٠درجات 

). به عبارت ديگر، دقت زياد روش بليكوف در ٣(جدول 

هاي متوسط و قطبي، به افزايش در عرض fnALFمحاسبه 

نگين شود. از نظر خطاي جدر ميامنجر نمي SHTدقت 

دقت يكساني دارند.  ٢١٦٠٠مربعات، هر دو روش تا درجه 

در روش  ٢١٦٠٠البته افزايش خطاي بيشينه در درجه 

ERA  .مشهود است  

با توجه به يكسان بودن نتايج دقت هر دو روش، زمان      

است. زمان  SHTمحاسبات، پارامتري مهم در محاسبات 

موازي در حالت رايانش سري و  SHAو  SHSمحاسبات 
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هاي با ده نخ پردازشي بر اساس الگوريتم براي درجه

آمده است. مطابق نتايج اين جدول،  ٤مختلف در جدول 

با الگوريتم سطري  SHAو  SHSدر حالت سري، سرعت 

برابر الگوريتم ستوني است، اما در  ٧/١و  ٨/١ترتيب به

الگوريتم سطري  SHSرايانش موازي، سرعت محاسبات 

تر از الگوريتم ستوني است. همچنين بيش %١٠حدود 

طور متوسط الگوريتم سطري به SHAسرعت محاسبات 

بيشتر از الگوريتم ستوني است. اين موضوع بيانگر آن  %٢٠

است كه روش بليكوف در محاسبات موازي همانند 

محاسبات سري باعث افزايش نزديك به دو برابري 

  شود. نمي SHTمحاسبات 

نويسي به الگوريتم و زبان برنامه SHTزمان محاسبات     

افزار اين مطالعه از زبان فرترن وابسته است. در توسعه نرم

 ++C/Cنويسي استفاده شده است كه در كنار زبان برنامه

نويسي در محاسبات عددي هاي برنامهترين زباناز سريع

هاي شده، الگوريتمدادهافزار توسعهاست. همچنين در نرم

مقايسه و در نهايت،   SHTبراي محاسباتمختلفي 

الگوريتم با بيشترين كارايي انتخاب شده است. در اين 

راستا سعي شده است تا حد امكان از توانايي محاسبات 

استفاده شود كه نقش  FORTRAN95برداري در 

چشمگيري در افزايش سرعت محاسبات دارد. سرعت 

نيز  𝑆௡௠و  𝐶௡௠سازي ضرايب اجراي برنامه به نحوه ذخيره

هاي توان از آرايهبستگي دارد. براي اين منظور مي

بعدي هاي يكدوبعدي (به شكل يك ماتريس) و آرايه

(به شكل يك بردار) استفاده كرد. بر اساس محاسبات اين 

بعدي در محاسبات سطري هاي دومطالعه، استفاده از آرايه

SHT دهد، سرعت محاسبات را تا ده برابر كاهش مي

كه تأثير درخورتوجهي بر زمان محاسبات ستوني درحالي

بعدي در حالت دو 𝑆௡௠و  𝐶௡௠اين، ضرايب برندارد. علاوه

هاي مثلثي هستند. استفاده از آرايههاي پايينشبيه ماتريس

- اي دو برابر حالت آرايه يكبعدي به فضاي حافظهدو

شده در اين مطالعه هدادافزار توسعهبعدي نياز دارد؛ لذا نرم

بعدي در هر دو الگوريتم سطري و هاي يكاز آرايه

  كند. استفاده مي ستوني

  
  است.) SHAو مخرج كسر، زمان  SHS(برحسب ثانيه) براي درجات مختلف (صورت كسر، زمان   SHT. زمان محاسبات٤جدول 

٢١٦٠ ٥٤٠٠ ١٠٨٠٠ ٢١٦٠٠  Nmax 

Nthread=١ 

٥٥٠٣٩
٤٣٩٤٦

/

/ 
٤٦١٨
٩٤٩٨

/

/ 
٥٧٦
٥٦٣

/

/ 
٥٥
٦٤

/

يكوفبل  /  

٣٨٦٩٠
٨٧١٧٨

/

/ 
٦١٠٨٢
١٩٠٨

/

/ 
٩١٣٢
٦١١٧

/

/ 
٦٨

٨٧

/

/  ERA 

Nthread=  ١٠  

٨٢٧٣٢
٠١٣٣٨

/

/ 
٠٣٥٦
٢١٦٣

/

/ 
٦٤٠
٠٢٠

/

/ 
٨٢
٣١

/

يكوفبل  /  

٠٣٣٧٧
١١٤٨٧

/

/ 
٦٤٤٦
٣١٧٦

/

/ 
٤٥٠
٠٢٢

/

/ 
٣٣
٤١

/

/  ERA 

  

  گيرينتيجه    ٥
در اين مطالعه كارايي الگوريتم محاسبات ستوني و سطري 

SHT  در رايانش سري و موازي مقايسه شد. الگوريتم

و  ERAبه روش  fnALFبر مبناي محاسبه  SHTستوني 

به روش  fnALFبر مبناي محاسبه  SHTالگوريتم سطري 

افزار با توان رايانش است. در اين مطالعه يك نرم بليكوف

به روش  SHAو  SHSجام دادن محاسبات موازي براي ان

GL  در حالت ستوني و سطري توسعه داده شد. نتايج
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عددي نشان داد كه سرعت روش بليكوف در محاسبه 

fnALF  در رايانش سري و موازي نزديك به دو برابر

است. براي  ٦٤٨٠٠تا  ٢١٦٠در درجات  ERAروش 

بر محاسبات  fnALFبررسي تأثير كارايي روش محاسبه 

SHTشده در سازي، محاسبات با استفاده از ضرايب شبيه

 ٦٤٨٠٠تا  ٢١٦٠يك چرخه بسته براي درجات مختلف از 

انجام شد. نتايج عددي نشان داد در پردازش سري براي 

SHS  وSHA ٧/١، سرعت محاسبات روش سطري حدود 

برابر روش ستوني است. اين در حالي است كه در رايانش 

دازشي، بيشينه افزايش سرعت براي موازي با ده نخ پر

SHS  وSHA  ٢٥در روش سطري نسبت به ستوني برابر% 

و از نظر دقت محاسبات، هر  RMSاست. بر اساس مقايسه 

دو روش تقريباً دقت يكساني دارند. البته بيشترين خطا در 

از بليكوف  ERA، در روش ٢١٦٠٠درجات بالايي نظير 

  بيشتر است. 

براي محاسبه  بليكوفكارگيري روش يك نكته در به    

fnALF  ،استقلال نداشتن سطرها است. به عبارت ديگر

است. در اين  P୬ିଵ,୫وابسته به  P୬୫محاسبه هر سطر از 

طور موازي به nتواند روي درجه حالت محاسبات نمي

طور موازي روي محاسبه شود. تنها امكان محاسبات به

هاي فوق سريع افزارپارامتر عرض كروي وجود دارد. نرم

SHT  نظيرSHTns  وLibsharp  براي افزايش سرعت

سازي، از توانايي يك دستور محاسبات علاوه بر موازي

 SIMDبرند. استفاده از نيز سود مي (SIMD)داده چند

تا چندين برابر  CPUعت محاسبات را بسته به نوع سر

ها حلقه اول افزاردهد. در اغلب اين نرمافزايش مي

و حلقه دوم  SIMDبا  ٢و  ١هاي در شكل SHTمحاسبات 

شود كه اين امكان براي روش طور موازي محاسبه ميبه

در  SIMDكارگيري توانايي وجود ندارد. البته به بليكوف

يك از سيار پيچيده است و هيچب SHTمحاسبات 

كنند؛ بنابراين هاي ژئودتيكي از آن استفاده نميافزارنرم

با توجه به سرعت و دقت  SHAو  SHSروش سطري 

  شود.ها توصيه ميبيشتر نسبت به ساير روش
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Summary 
Spherical harmonic transform (SHT) provides a standard tool for spectral analysis of data measured on 
a spherical manifold particularly in geodesy and geophysics, such as Earth’s gravity/magnetic field, 
topography, atmosphere, etc. Thanks to recent satellite missions such as SRTM, the spatial resolution of 
geoscience data decreases, leading to an increase in the degree/order of spherical harmonic. The 
accurate and fast computation of fully normalized associated Legendre functions (fnALF) is the main 
part of spherical harmonic computations.In polar region, for high degrees (n>2000), the arithmetic 
underflow may occur and Extended Range Arithmetic (ERA) can be applied to fix underflow problem. 
In Belikov method the four terms row-wise reccurrence formula is used for fnALF computation without 
any numerical issues.  

Previous studies have only addressed the efficiency of the ERA and Belikov method without 
mentioning to their performnace in spherical harmonic synthesis (SHS) and analysis (SHA). This study 
aims at investigating the effect of row-wise and colunm-wise fnALF on SHS/SHA for high harmonic 
degree/order. For this purpose, we developed parallel FORTRAN95 software that utilizes Belikov and 
ERA to perform fnALF in the row-wise and column-wise SHT, respectively. For SHA, exact Gauss-
Legendre quadrature was used that allows one to determine the level error of SHT. 

In the first part of numerical results, the computation time and error of Belikov and ERA methods 
for calculating fnALF are compared in serial and parallel processing. Based on the results of the 
developed software, Belikov method is approximately 2 times faster than ERA for degrees 2160 to 
64800 in both serial and parallel mode. Also for mid-latitudes, the errors for both methods are nearly 
the same. In polar region the error in ERA grows, while Belikov method has not latitudinal 
dependencies. To evaluate the performance of fnALF method on error in SHS/SHA, calculations were 
performed using random spherical harmonic coefficients (Cnm , Snm) between [-1, +1]. Using SHS and 
SHA in a closed cycle, the computed coefficients (C׳nm , S׳nm) were compared with original coefficients 
(Cnm , Snm). The RMS and maximum error for different degrees from N=2160 to 21600 were computed. 
The level error of two methods in terms of RMS is in the same level. Numerical results show that in 
serial mode, the row-wise SHS/SHA is approximately 1.8 times faster than column-wise method. 
However, in parallel computing with 10 threads, the speed up factor decreases to about 1.2.  
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