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  چکیده
 که براي فواصل Cاز جمله، شبکه آراکاوا . شود کار گرفته می هاي عددي به  از شبکهگوناگونیو اقیانوسی، انواع  جوي هاي ر مدلد

اي  تر است؛ اما در فواصل شبکه ها متداول  راسبی، رفتار بهتري دارد و نسبت به سایر شبکهدگرشکلیتر از شعاع  اي کوچک شبکه
ها راهکاریکی از . شود  کوریولیس ناشی میهاي جملهگیري سرعت در محاسبه  این مسئله از میانگین. دتر رفتار خوبی ندار بزرگ

در .  استLE لختی معادل با شبکه - است که شکل عمومی رابطه پاشندگی گسسته آن براي امواج گرانیC-Dاستفاده از شبکه 
در این مقاله، پس از معرفی شکل عمومی روابط پاشندگی . نشده استاستفاده  بالاهایی با دقت مرتبه  ، از روشتحقیقاتبیشتر این 

و فشرده  اَبرفشرده هاي ، دقت روشLE و C-Dهاي   لختی و امواج راسبی در شبکه- اي امواج گرانی اي و دولایه لایه   گسسته تک
گیرد و با نتایج   مورد ارزیابی قرار می، در محاسبه بسامد و سرعت گروه این امواجبالا دو روش مرتبه درحکمترکیبی مرتبه ششم 

 لختی، در - نتایج حاکی از آن است که براي مسئله امواج گرانی. شود ، مقایسه میZ و شبکه D و Cهاي آراکاوا  مشابه در شبکه
این . ي دارد، برترمرتبه   اَبرفشرده همروش فشرده ترکیبی مرتبه ششم نسبت به روش) Zنیز همانند شبکه  (LE و C-Dهاي  شبکه

کمی بهتر  ابَرفشرده شود ولی در محاسبه سرعت گروه این امواج، عملکرد روش برتري در محاسبه بسامد امواج راسبی نیز مشاهده می
 تشکیل شده است ولی هم براي D و Cهاي آراکاوا   از ترکیب شبکهC-Dطورکلی، اگر چه شبکه  به. از روش فشرده ترکیبی است

 در C-Dرفتار شبکه . شود  مشاهده نمیC-Dها در شبکه  تی و هم براي امواج راسبی، رفتار نامطلوب این شبکه لخ- امواج گرانی
  .هست نیز Z است و حتی در روش فشرده ترکیبی مرتبه ششم، کمی بهتر از شبکه Z لختی نزدیک به شبکه  - مسئله امواج گرانی
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Summary 
 

The oceanic and atmospheric models have been developed on different numerical grids. 
The Arakawa's C grid is well-known because of the advantages of the C-grid 
discretization at high resolutions. The C grid, however, is well suited for reproducing high 
frequency inertia-gravity waves in resolved cases, but there are difficulties in dealing with 
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the Coriolis terms and low-frequency processes. In particular, the C-grid approach is 
unfavorable in the under-resolved cases with grid-scale noise. Several fixes have been 
proposed for the C-grid problem. One such method is the C-D grid approach which 
improves spectral properties of the inertia-gravity waves at low resolutions. The C-D grid 
approach employs a combination of the C and D grids such that all terms are the same as 
in a conventional C-grid discretization except for the Coriolis terms where the D-grid 
velocities are used so that they require no interpolation. Another grid is the LE grid that 
comprises the same structure of Arakawa’s E grid with a different grid space. Most of 
these studies apply the traditional second-order finite difference method to spatial 
differencing on the C-D grid, but the application to higher accurate finite difference 
methods is lacking. 

Finite difference methods are commonly used to simulate the dynamical behavior of 
geophysical fluids. Numerical simulations of the complicated flows such as vortices, 
turbulent currents and instabilities need high accuracy methods as well as high 
resolutions. The compact finite difference methods are powerful ways to reach the 
objectives of high accuracy and low computational cost. The super compact and 
combined compact finite difference methods can be considered as promising methods for 
large scale computations in atmosphere–ocean dynamics with high accuracy. 

In this study, we derived the general discrete dispersion relations of inertia-gravity and 
Rossby waves on the C-D and LE grids. The linearized single-layer and two-layer 
shallow-water models were used to describe these kinds of waves which play an 
important role in the setup of the ocean circulation. These relations were used to assess 
the performances of the sixth-order super compact finite difference (SCD6) and sixth-
order combined compact finite difference (CCD6) schemes on the C-D and LE grids. The 
results on these grids were compared to Randall’s Z grid and Arakawa’s C and D grids. 
The general discrete dispersion relations of inertia-gravity waves on the C-D grid were 
similar to the LE grid at both single layer and two-layer models, but they were different 
for Rossby waves. 

The results of the present work revealed that the CCD6 scheme exhibits a substantial 
improvement over the SCD6 scheme for the frequency and group velocity of inertia–
gravity waves on the C-D and LE grids. In the same manner, for the frequency of Rossby 
waves, the performance of the CCD6 scheme is better than that of SCD6 scheme, but for 
the group velocity of Rossby waves, the SCD6 scheme is slightly more accurate than 
CCD6 scheme. In general, the C-D grid is, however, composed of Arakawa’s C and D 
grids which are susceptible to grid scale noise but its behavior is favorable for both 
inertia-gravity and Rossby waves. In addition, for inertia-gravity waves, it could be 
observed that the accuracy of the SCD6 scheme on the C-D grid is similar to the Z grid 
and even the CCD6 scheme exhibits higher accuracy on the C-D grid. 
 

Keywords: Super compact, combined compact, linearized shallow-water equations, C-D 
grid, LE grid 

  
  مقدمه    1

 از گوناگونیو اقیانوسی، انواع  جوي هاي سازي مدلدر 
کار گرفته سازي مکانی به  ي عددي براي گسستهها شبکه

این ). 1999؛ هایدووگل، 2000کانتا و کلیسون،(شوند  می
 اند متفاوتتن متغیرها ها در نوع و موقعیت قرار گرف شبکه

 داراي رفتارهاي متفاوتی گوناگون،اي  و در فواصل شبکه
؛ نتا و 1986؛ واجسوویچ، 1977آرکاوا و لمب، (هستند 

این ). 1995؛ دوکوویچ، 1994؛ رندال، 1989ویلیامز، 
تواند در افزایش یا کاهش دقت و حجم  ویژگی می

   از C شبکه آراکاوا.  باشدکننده تعیینمحاسبات عددي 
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S،1هاي طرحواره .1جدول 
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1S  
 و

2S  
  

اي  کهها است که براي فواصل شب جمله این شبکه
تر از شعاع دگرشکلی راسبی، رفتار بهتري دارد و  کوچک

حال این شبکه  بااین. تر است ها متداول نسبت به سایر شبکه
اي در مقایسه با شعاع دگرشکلی  هنگامی که فاصله شبکه

این مسئله از . تر است، رفتار خوبی ندارد راسبی بزرگ
 هاي کوریولیس گیري سرعت در محاسبه جمله میانگین

تر،  براي شعاع دگرشکلی راسبی کوچک. شود ناشی می
 لختی و امواج راسبی  -در مسائلی از قبیل امواج گرانی 

هاي لختی  سازي به دقت محاسبه جمله که دقت شبیه
 با خطاي زیادي همراه Cحساس است، استفاده از شبکه 

محققان راهکارهاي گوناگونی براي کاهش خطاي . است
. اند هاي کوریولیس عرضه کرده مله در محاسبه جCشبکه 

تضعیف میدان سرعت را به ) 1995(اسمیت و همکاران 
اند که یکی از اشکالات این روش، حذف شدن  کار برده

یکی دیگر از . هاي صحیح است بخش مهمی از جواب
لین .  استD و Cهاي  راهکارها، استفاده از ترکیب شبکه

اي  شیوه  بهD و Cهاي  از ترکیب شبکه) 1997(و رود 
، )2008(اند که طبق بررسی اسکاماروك  ه استفاده کرد

هاي مطلوب شبکه   دارد و قابلیتDرفتاري شبیه به شبکه 
Z)  ،1999(ادکرافت و همکاران . را ندارد) 1994رندال( ،

اند، به   را به شیوه دیگري ترکیب کردهD و Cهاي  شبکه
گیري  هاي کوریولیس بدون میانگین اي که جمله گونه

از دیگر تحقیقات صورت گرفته در این . شوند محاسبه می
و ) 2004(توان به نچائف و یارمچوك  زمینه می

بیشتر این تحقیقات، به . اشاره کرد) 2006(دوبریشیک 
از جمله، لیو . اند هاي عددي مرتبه پایین پرداخته روش

هاي مرتبه دوم مرکزي و فشرده  که عملکرد روش) 2005(
 مورد ارزیابی قرار LEاي با عنوان  رم را در شبکهمرتبه چها

 با Eاین شبکه درواقع همان شبکه آراکاوا . داده است
هایی نیز در ارزیابی  بررسی. اي متفاوت است فاصله شبکه

صورت گرفته است که از جمله  بالاهاي مرتبه  روش
، )2005(، اصفهانیان و همکاران )2000(توان به بلایو  می

، )1386(، اصفهانیان و قادر )2007(و دریچل الحجه  محب
اشاره ) 2012(و قادر و همکاران ) 2009(قادر و همکاران 

  .کرد
   قادر و همکاران  تحقیقاتدر پژوهش حاضر، در ادامه      
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T،1 انتقالهاي تابع .2جدول 
2

T،1T2 وT هاي  طرحواره برايIS6 ،CCD6 و SCD6.  
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هـاي   ، دقـت روش )2011(همکـاران  و گلشاهی و   ) 1389(

ــه  ــالايمرتب ــشم    ب ــه ش ــشرده مرتب ــشر) SCD6(ابَرف ده و ف
ــشم    ــه شـ ــی مرتبـ ــبکه) CCD6(ترکیبـ ــاي  در شـ  C-Dهـ

مــورد ) 2005لیــو،  (LEو ) 1999ادکرافــت و همکــاران، (
منظور، بـا اسـتفاده از معـادلات      بدین. گیرد ارزیابی قرار می 

ه، شکل عمـومی روابـط پاشـندگی    عمق خطی شد   آب کم 
ــواج گرانــی   ــسته ام ــی و -گس ــبی بــراي    لخت امــواج راس

 LE و  C-Dهـاي     یـه در شـبکه    لایـه و دولا     هاي تـک    محیط
استخراج و با استفاده از این شـکل عمـومی، دقـت ایـن دو       

دسـت آمـده    سپس نتـایج بـه  . شود روش عددي ارزیابی می 
، Z و شـبکه  D و Cهـاي آراکـاوا    با نتـایج مـشابه در شـبکه      

  .گیرد یمورد مقایسه قرار م
  
  و فشرده ترکیبی مرتبه ششم ابَرفشرده هاي روش    2

هـاي متـداول در        تفاضل متنـاهی از جملـه روش       هاي  روش
 محـسوب  هـا  شـاره حل معادلات دیفرانسیل حاکم بر رفتار      

ــی ــوند م ــبیه. ش ــان  در ش ــازي جری ــد    س ــده مانن ــاي پیچی ه
هــاي  هــا بایــستی از روش هــاي آشــفته و ناپایــداري جریــان

هاي فشرده از جمله  روش.  استفاده کردزیادعددي با دقت    
 هستند که با توجه به      زیادبا دقت   هاي تفاضل متناهی      روش

هـایی بـا      سازي جریـان    آنها، در شبیه   بالايتوانایی تفکیک   
پارك و همکـاران،    (شوند    ماهیت پیچیده به کار گرفته می     

هــاي تفاضــل  در روش). 2008؛ ریزتــا و همکــاران، 2004
هیـرش،  (متناهی فشرده متقارن اسـتاندارد، مثـل روش پـاده     

مـا و فـو،   (مرتبه ششم  ابَرفشرده شو رو ) 1992؛ للِ،   1975
ــاران،  2001؛ 1996 ــفهانیان و همکـ ــب ) 2005؛ اصـ تقریـ
ــرد صــورت مــی مجــزا طــور بــههــاي اول و دوم  مــشتق . گی

چو و فن،  ( در روش فشرده ترکیبی مرتبه ششم        که  درحالی
هـاي اول و      مـشتق ) 2006؛ قادر و اصفهانیان،     2000،  1998
در این پـژوهش،  . شوند ی م تقریب زدهزمان   طور هم     دوم به 

، از یک طرحواره CCD6 و SCD6هاي  علاوه بر طرحواره
ــشم   درون ــه ش ــابی مرتب ــت  ) IS6(ی ــده اس ــتفاده ش ــز اس . نی

 داده شده است که 1  ها، در جدول بندي این طرحواره فرمول
S،1در آن   

2
S،1S 2 وS هـاي   طرحـواره ترتیـب معـرف       به

یــابی، محاســبه مــشتق اول در نقــاط میــانی و محاســبه  درون
  بـا فاصـله  اي  هـاي اول و دوم در نقـاط گـره از شـبکه      مشتق
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720cos 2 240cos3 2R ( )
723 236cos cos2
100cos 20cos2R ( )
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)T انتقـال  هـاي   تابع.  است dاي  شبکه )k و R( )k    کـه در 

 لختـی و امــواج  - روابـط پاشـندگی گســسته امـواج گرانــی   
 بـراي  3 و2هاي   در جدول ترتیب  روند، به   راسبی به کار می   

  .اند  شدهدادهها  طرحوارههریک از این 
  
   شده عمق خطی معادلات آب کم    3

اي نازك از یک  ، براي توصیف لایهعمق کممدل آب 
اي که  گونه  به؛رود کار می شاره با چگالی ثابت به

کنند و  افقی سرعت در راستاي قائم تغییر نمی هاي مؤلفه
 در نظر گرفته )هیدروستاتیک(ایستایی آبتقریب 

خطی شده لایه   تکعمق  معادلات آب کم.شود می
u,(هاي افقی سرعت  برحسب مؤلفه v (امت لایه و ضخ

)h(شکل زیر است   به ) ،1982گیل:(  

)1(  
 

0
0 ,

H 0

t x

t y

t x y

u f v g h
v fu g h

h u v

        

     

  

 شتاب g ضخامت میانگین،H پارامتر کوریولیس،fکه 
دهنده مشتق نسبت به     نشانy وxهاي گرانی و زیرنویس

  . هستندy وxهاي  مختصه
الطارق  در برخی از نواحی اقیانوسی از جمله تنگه جبل

بندي آب را با تقریب خوبی  توان چینه و تنگه هرمز، می

کاسترو و همکاران، (گرفت نظر   دردولایهصورت   به
توان از معادلات آب  دولایه نیز میدر محیط ). 2007

اي که چگالی آب در هر   به گونه،عمق استفاده کرد کم
شکل خطی شده این . باشدلایه مقداري ثابت ولی متفاوت 

هاي افقی سرعت و ضخامت لایه  معادلات برحسب مؤلفه
  ):1389قادر و همکاران، ( زیر است صورت  به

)2(  

 
 

 
 
 

 

1 1 1 2

1 1 1 2

1 1 1 1
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0

0 ,
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0
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u f v g h h g h
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     
     

     
        
        

     

  

 اول در بالا و   معرف لایهترتیب به 2 و 1هاي   که اندیس
لایه دوم در پایین و 1 21 /g g   کاهیده   گرانی

دیر چگالی آب در این  مقا2و1که   اي گونه  است؛ به
  . هستنددولایه

  
   لختی-نمایش امواج گرانی    4
   لختی-اي امواج گرانی لایه  رابطه پاشندگی تک    4-1

)شـکل   با در نظـر گـرفتن جـواب مـوجی          )i kx ly te     بـراي 
fمقـدار ثابـت  ازاي   بـه )1(دستگاه معادلات    f   رابطـه ،  
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0.05fازاي اي به   لایه تک لختی  - براي بسامد امواج گرانیCCD6 و SCD6هاي    خطاي کلی روش.4 جدول t ) برحسب درصد.(  

 / 2bt d    / 0.5bt d   

 CP  SP  CCD6 SCD6  CP  SP  CCD6 SCD6  
  

 88 - 0.543 4.416  35 - 6.188 9.532  C 

 5 - 22.999 24.109  3 - 23.924 24.730  D 

 43 - 1.932 3.410  53 - 1.165 2.459  Z 

 80 - 0.761 3.843  85 - 0.421 2.750  C-D , LE 

  
دسـت     به  لختی -اي امواج گرانی     لایه  تکپاشندگی پیوسته   

  :آید می

)3(     2 2 2 2/ 1 ,btf k l     

H بسامد امواج،که  /bt g f   دگرشکلی شعاع 
 y وxيها اعداد موج در راستاترتیب به l وkو فشارورد

  .هستند
توان  می) 2000( عرضه شده بلایو  شیوه با استفاده از 

 لختی  -شکل عمومی رابطه پاشندگی گسسته امواج گرانی
 C-D و LEهاي  هاي انتقال در شبکه را برحسب تابع

ها را  این شبکه  موقعیت متغیرها در،1شکل . دست آورد به
ادکرافت و همکاران،  (C-Dدر شبکه . دهد نشان می

هاي آراکاوا  گیري در زمان، از شبکه هنگام انتگرال) 1999
C و Dنحوه 2شکل . شود صورت متوالی استفاده می  به ،

اي  دهد به گونه استفاده از این شبکه در زمان را نشان می
هاي کوریولیس با   جملههاي سرعت در که مؤلفه

هاي سرعت در شبکه دیگر  یابی زمانی از مؤلفه درون
هاي به کار  لذا براي مقایسه نتایج روش. آیند دست می به

 لازم است که علاوه LE و C-Dهاي  گرفته شده در شبکه
سازي زمانی نیز  ، گسستهمعادلاتسازي مکانی  بر گسسته

در شبکه ) 1(دلات ترتیب، دستگاه معا این به. صورت گیرد
LEآید  به شکل زیر در می:  

)4(  
 

0

0 ,

H 0

t
t x

t
t y

t x y

f

f

u v g h

v u g h

h u v

    

    

     



  

tکه 
uو t

v یابی زمانی از ، معرف درونترتیب بهuو v 
  .است

  )الف(

  )ب(
  

  .dاي  فاصله شبکهازاي   بهC-D و LEهاي   شبکه.1شکل 

  
      ازاي به C-Dها در زمان، براي شبکه   ترتیب متوالی شبکه.2شکل 

  .tگام زمانی
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  .اي   لایه تک لختی  - ولی براي سرعت گروه امواج گرانی4مشابه جدول .5جدول 

 / 2bt d    / 0.5bt d    

 CP  SP  CCD6 SCD6  CP  SP  CCD6 SCD6  
 

 52 - 13.164 27.256  - 2 39.048 38.189  C 

 - 5 116.910 111.393  - 3 177.711 173.199  D 
 41 - 14.311 24.375  43 - 14.299 25.126  Z 
 49 - 13.009 25.523  50 - 13.058 26.345  C-D , LE 

  
)شکل  با درنظر گرفتن جواب موجی )i kx ly te   ،

  :آید فوق به شکل زیر در می معادلات

)5(  

 

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1 1
2 2 2

T ( ) U T ( ) V H T ( ) 0

T ( )V T ( ) U H T ( ) 0 ,

T ( ) H H U T ( ) V T ( ) 0

f

f

g k

g l

k l

 

 




  


  


   


    

    

  

  

Uکه   ,V ,H   شـکل   هـاي جـواب مـوجی       ترتیب دامنه    به
,بــراي ,u v hابع انتقــال هــستند و تــT( )kبــراي طرحــواره   

صـورت      به Sدلخواه  T( )ikx ikxS e k e   در راسـتاي x 
ــه. شــود تعریــف مــی )Tطــور مــشابه تــابع انتقــال   ب ) نیــز 

صـورت   به  T( )i t i tS e e        تعریـف شـده اسـت  .
، بـــراي )1999(هماننـــد بررســـی ادکرافـــت و همکـــاران 

یابی زمانی از روش مرتبه دوم مرکزي،  گیري و درون مشتق
صـورت       به ( 2) ( 2)t f f t t f t t t       
و  ( 2) ( 2) 2

t
f f t t f t t      اســــــتفاده 

بنابراین، . است مقدار گام زمانی     tشده است که در آن،    
ــابع ــه روش مرتبــه دوم مرکــزي       ت ــال مربــوط ب هــاي انتق

T ( ) cos( )
2
t 

1و
2

2T ( ) sin ( )
2
ti

t
 

 


 
  .هستند

با صفر قرار دادن دترمینان ماتریس ضرایب براي 
اي    لایه فوق، رابطه پاشندگی گسسته تک معادلاتدستگاه 

  :آید  میدست  بهLE لختی در شبکه - امواج گرانی

)6( 1 1 1
2 2 2

2 2 2 2 2
2

1 T ( ) T ( ) T ( ) T ( ) .bt k l
f

     


  

 ولی با LE همانند شبکه Eاین رابطه که براي شبکه 
هاي زمانی کوچک  اي متفاوت است در گام فاصله شبکه

)0t (آید ، به شکل زیر در می:  

)7(     1 1
2 2

2 2 2 2/ 1 T ( ) T ( ) ,btf k l     

 پیوسته در نظر صورت بهاي که گویی مشتق زمانی  به گونه
  . نشده استعملییابی زمانی  گرفته شده و درون

سازي زمانی صورت گرفته، برآورد  با توجه به گسسته
f لختی به مقدار عبارت -بسامد امواج گرانی t بستگی دارد 

و شرط  /btf dt N  باید برقرار باشد که در آن 
N2 ازاي  یک عدد بحرانی است و به 2sin ( ) 1/t  

 و CCD6هاي  این عدد بحرانی براي روش. شود تعیین می
SCD6هاي   در شبکهLE و C-D0.6  حدودN در .  است

  پارامتر کوریولیس، مقدار نوعیاین تحقیق، براي
4 110f s در نظر گرفته شده است .  
سازي  براي گسسته) 1( دستگاه معادلاتطور مشابه،  به

  :شوند ، به شکل زیر نوشته میC-Dدر شبکه 

)8(   

C D

C D
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D C
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0.05fازاي هاي گوناگون به اي در شبکه   لایه  لختی تک - براي بسامد امواج گرانی SCD6 و CCD6هاي  ش منحنی خطاي کلی رو.3شکل  t ) برحسب درصد.(  

  
 D و Cهاي آراکاوا   معرف شبکهD و Cهاي  که زیرنویس

xyو
hگیري از  معرف میانگینhدر دو راستاي  x و y 
، فقط در یک D آراکاوا  گیري در شبکه این میانگین. است

هاي  بنابراین، یکی از تفاوت. گیرد راستا صورت می
، نحوه D نسبت به شبکه C-Dسازي در شبکه  گسسته
  . استhگیري از میانگین

فوق براي  معادلاتسازي، دستگاه  پس از گسسته
  :آید صورت زیر در می  بهC-Dبکه ش
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طرحواره  (S تابع انتقال مربوط به طرحوارهT که
با صفر قرار دادن دترمینان . است) یابی در نقاط میانی درون

فوق، رابطه  معادلاتبراي دستگاه ماتریس ضرایب 
 لختی در - اي امواج گرانی   لایه پاشندگی گسسته تک

) 6(این رابطه دقیقاً با رابطه . آید دست می  بهC-Dشبکه 
بنابراین، نتایج ارزیابی .  برابر استLEمربوط به شبکه 

 براي مسئله امواج LEهاي عددي که در شبکه  دقت روش
 C-Dگیرد، در شبکه  ورت میلایه ص  لختی تک- گرانی

  .نیز صادق است
 در CCD6 و SCD6هاي  براي بررسی عملکرد روش

لایه،  عمق تک سازي مکانی معادلات آب کم گسسته
 -خطاي نسبی محاسبه بسامد و سرعت گروه امواج گرانی

گیري   اندازهLE و C-Dهاي  اي در شبکه   لایه لختی تک
صورت ریشه میانگین    بهrmsEسپس خطاي کلی. شد

همچنین درصد . مجذور مربعات خطاي نسبی تعیین شد
صورت    بهSCD6 نسبت به روش CCD6بهبود روش 

 1 / 100C C SP E E  ،محاسبه شد که در آن CE 
 SCD6 و CCD6هاي  ترتیب خطاي کلی روش  بهSEو

 نسبت به SCD6به شیوه مشابه، درصد بهبود روش . است
CCD6 با رابطه  1 / 100S S CP E E   تعیین 

bt/ها به با توجه به حساسیت شبکه. شود می d ،
0.1  گیري خطاها براي گستره اندازه / 10bt d  

 که در این پژوهش،باید توجه داشت .  است صورت گرفته
  ناحیه خطاها در) 2011( گلشاهی و همکاران تحقیقمشابه 
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  .اي   لایه تک لختی  -  ولی براي سرعت گروه امواج گرانی3 مشابه شکل.4شکل 

  
0 / 1Hk d  ) 2 2 2

Hk k l  (اند؛  گیري شده اندازه
ناحیه مورد ) 1389(ران  قادر و همکاتحقیقدرحالی که در 

0(گیري  اندازه / 1kd  0  و / 1ld   ( متفاوت
  .است

 مقادیر خطاي کلی محاسبه بـسامد و        5 و   4هاي    جدول
ــی  ــه  لختــی تــک- ســرعت گــروه امــواج گران اي را در    لای

/هاي عددي متفاوت براي دو مقـدار   شبکه 0.5bt d و  
/ 2bt d  0.05ازاي   بهf t   نتـایج  (دهنـد    نشان مـی

 بــراي مقایــسه داده Z و شــبکه D و Cهــاي آراکــاوا  شــبکه
 نـسبت بـه     CCD6هـا، روش    مطابق این جـدول   ). شده است 

ویـژه در    بـه .  با خطـاي کمتـري همـراه اسـت       SCD6روش  
ــبکه  ــهC-Dش /ازاي   ب 0.5bt d   ــرد روش ــه عملک  ک
CCD6 درصــد بهتــر از روش  85 حــدود SCD6 ،اســت 
.  درصـد اسـت   50 حدود   Zکه این بهبود در شبکه        درحالی

    هـاي   در شـبکه CCD6 بیـانگر قابلیـت زیـاد روش          امـر  این
C-D  ،LE   و Z    لایـه    لختـی تـک  -  براي مسئله امواج گرانی
 - امد امـواج گرانـی  اگر چه بیشترین دقت محاسبه بس   . است

 بـا  SCD6 نـسبت بـه      CCD6و بیشترین بهبود روش     (لختی  
/ازاي   بـه  Cدر شـبکه    )  درصد بهبود  90حدود   2bt d  

/ازاي  شـود، امـا بـه       مشاهده می  0.5bt d    خطـا در ایـن 

  . استZ و C-D ،LEهاي  شبکه بیشتر از شبکه
 و CCD6هاي  کلی روش يهاخطا، 4 و 3هاي   شکل    

SCD6هاي   را در شبکهC-D و LEهاي   به همراه شبکه
bt/ براي Z و شبکه D و Cآراکاوا  d هاي متفاوت

0.05fازاي به t سازد  نتایج روشن می. دهند  نشان می
که هم در محاسبه بسامد و هم در محاسبه سرعت گروه 

 در CCD6لایه، عملکرد روش   لختی تک- واج گرانیام
 SCD6بهتر از ) Zهمانند شبکه  (LE و C-Dهاي  شبکه

 با LE و C-Dهاي  است و نزدیکی زیادي بین نتایج شبکه
خطاي کلی محاسبه بسامد این .  وجود داردZنتایج شبکه 

bt/، به مقدارDجز در شبکه  امواج، به dی دارد  بستگ
bt/اي که در گونه  به dهاي کوچک با افزایش/bt d، 

ها   کاهش و در دیگر شبکهC این خطاي کلی در شبکه 
bt/در. کند افزایش پیدا می dهاي بزرگ، این خطاي 
 Z و C-D ،LEهاي   نیز همانند شبکهCکلی در شبکه

 خطاي کلی Z و C-D ،LEهاي  در شبکه. یابد افزایش می
  لختی، مستقل از- محاسبه سرعت گروه امواج گرانی

bt/مقدار dدرجز   به است/bt d هاي بزرگ که این
  .کند  روندي افزایشی پیدا می،خطاي کلی

   وCCD6هاي  کلی روش ، خطاهاي6 و 5هاي  شکل
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/ازاي هاي گوناگون به اي در شبکه   لایه  لختی تک - براي بسامد امواج گرانی SCD6 و CCD6هاي   منحنی خطاي کلی روش.5شکل 1bt d ) برحسب درصد.(  

  
SCD6 در محاسبه بسامد و سرعت گروه امواج گرانی  -  

fاي را براي   لایه لختی تک tازاي  هاي گوناگون به
/ 1bt d نتایج بیانگر آن است که با . دهند  نشان می

 روندي CCD6افزایش گام زمانی، خطاهاي کلی روش 
 نیز SCD6توان در روش  این مسئله را می. افزایشی دارند

  .تري مشاهده کرد به شکل ضعیف
اي براي    لایه  لختی تک -سرعت گروه امواج گرانی

Z) gشبکه  Z gridC( شبکه ،C-D) gC D gridC  ( و عبارت
هاي زمانی کوچک  در گام) gexactC(دقیق آن 

)0t (صورت زیر است ، به:  
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 مستقل از نوع شبکه gexactCباید توجه داشت که
bt/در. است d ازاي بههاي کوچک یعنی/ 0bt d  ،

  :آیند می  زیر درصورت هاي گروه به این سرعت
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بنابراین، برخلاف خطاي بسامد، خطاي سرعت گروه 
هاي خطاي  اي که منحنی گونه  کند؛ به به صفر میل نمی

، C-Dهاي  کلی محاسبه سرعت گروه این امواج در شبکه
LE و  Zا آراکاوهاي  این مسئله در شبکه.  افقی استA ،B 
ندگی آنها یک است و در که جمله اول رابطه پاش (Eو 

 نیز به همین صورت است؛) اینجا نشان داده نشده است
  در. ، افقی نیستندD و Cهاي  هاي شبکه که منحنی درحالی
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  .اي   لایه  لختی تک -  ولی براي سرعت گروه امواج گرانی5 مشابه شکل.6شکل

  
gCسرعت گروه  روابطمخرج کسر  gridC و g DgridC)  به

2جمله ) جاي عدد یک 2T ( )T ( )k l با . شود  ظاهر می
Tتوجه به اینکه  ( ) 1l وT ( )kتر   هستند، با کوچک

شدن مخرج کسر، خطاي محاسبه سرعت گروه امواج 
  .یابد یش می افزاD و Cهاي   لختی در شبکه- گرانی
  

   لختی-اي امواج گرانی دولایهرابطه پاشندگی     4-2
توان رابطه پاشندگی پیوسته  به شیوه مشابه بخش قبل، می

نظر گرفتن   لختی را نیز با در-اي امواج گرانی دولایه
آورد دست   بهاي خطی شده دولایهعمق  معادلات آب کم

  ):2011گلشاهی و همکاران، (

)12(  
   2 2 2 2
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/ 1 ,

1 1 1 4 ,
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 
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) نسبت شعاع دگرشکلی کژفشارکه  )bc به شعاع 
) دگرشکلی فشارورد )btازاي   است که به

g g 2و 1H Hصورت به  2/ 1    
1 اي که گونه  آید، به در می 2H H H در .  است

1پژوهش حاضر،  0.003  و مقدار نوعی  
  .در نظرگرفته شده است) 1982گیل، (

شکل گسسته این رابطه پاشندگی در محیط دولایه 
گونه که در   است و همانE مشابه شبکه LE براي شبکه

  لایه نیز اشاره شد، تنها تفاوت در فاصله محیط تک
  :اي است شبکه
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اي خطی شده براي  دولایهعمق  آب کم معادلات
  :شود شکل زیر نوشته می ، بهC-Dشبکه سازي در  گسسته
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0.05fازاي اي در مد کژفشار به  لختی دولایه - براي بسامد امواج گرانیCCD6 و SCD6هاي    خطاي کلی روش.6جدول  t ) برحسب درصد.(  

 / 2bt d    / 0.5bt d    

 CP  SP  CCD6 SCD6  CP  SP  CCD6 SCD6  
 

 41 - 5.018 8.545  6 - 19.796 20.953  C 

 4 - 23.755 24.620  1 - 25.589 25.776  D 
 52 - 1.270 2.660  57 - 0.233 0.540  Z 

 85 - 0.459 2.977  86 - 0.085 0.599  C-D , LE 

  
ــسته  ــس از گس ــتفاده از    پ ــوق و اس ــادلات ف ــازي مع س

اي امـواج     هاي انتقال، رابطه پاشـندگی گسـسته دولایـه          تابع
این رابطه . آید دست می  نیز بهC-D  لختی در شبکه - گرانی

بنابراین، .  برابر استLEمربوط به شبکه ) 13(دقیقاً با رابطه  
ط لایه و چه براي محیط دولایـه، رواب ـ     چه براي محیط تک   

 با شبکه LE لختی در شبکه - پاشندگی گسسته امواج گرانی
C-D    دست آمده در ایـن دو شـبکه یکـسان          برابر و نتایج به
 لختـی   -  عـلاوه، در بـرآورد بـسامد امـواج گرانـی          به. است

 دولایـه، شـرط     /btf dt N     نیـز بایـد در 
  .نظر گرفته شود

، CCD6 و SCD6هاي عددي  براي مقایسه نتایج روش
 -  بسامد و سرعت گروه امواج گرانیrmsEخطاي کلی

طبق .  محاسبه شدC-D و LEهاي  لختی دولایه در شبکه
هاي  ، دقت روش)2011(تحقیق گلشاهی و همکاران 

CCD6 و SCD6 در شبکه  Zهاي آراکاوا   نسبت به شبکه
  نیز به همراهZشبکه بیشتر است؛ بنابراین، در اینجا، نتایج 

، براي مقایسه با نتایج D و Cهاي آراکاوا  نتایج شبکه
، 7 و 6هاي  جدول.  داده شده استLE و C-Dهاي  شبکه

مقادیر این خطاي کلی را در مد کژفشار براي دو مقدار 
/ 0.5bt d  و / 2bt d 0.05ازاي  بهf t  

نتایج مربوط به مد فشارورد مشابه نتایج . دهند نشان می
نظر شده   لایه است و در اینجا از تکرار آن صرف مدل تک

ها، در مدل دولایه براي مد  مطابق این جدول. است

در .  عملکرد بهتري داردCCD6کژفشار نیز روش 
/، هم درLE و C-Dهاي  شبکه 0.5bt d م در و ه 

/ 2bt d  روش ،CCD6 نسبت به روش SCD6 براي 
 85اي با حدود   لختی دولایه- محاسبه بسامد امواج گرانی

 50درصد بهبود و براي محاسبه سرعت گروه با حدود 
 Zکه این بهبود در شبکه  درحالی. درصد بهبود همراه است

حاسبه  درصد و براي م50براي محاسبه بسامد، حدود 
  . درصد است40سرعت گروه، حدود 

 و SCD6هاي  ، خطاهاي کلی روش8 و 7هاي   شکل
CCD6در محاسبه بسامد و سرعت گروه امواج گرانی - 

، C-Dهاي  اي را براي مد کژفشار در شبکه لختی دولایه
LE و Zهاي آراکاوا   و شبکهC و D برحسب /bt d هاي

0.05fيازا متفاوت به t نتایج حاکی . دهند  نشان می
 در مد کژفشار نیز CCD6از آن است که عملکرد روش 

که تقریباً معادل (لایه  مشابه مدل تک.  استSCD6بهتر از 
هاي خطاي کلی  ، منحنی)است با مد فشارورد دولایه

 تقریباً بر هم منطبق Z و C-D،LEهاي  مربوط به شبکه
 و C-Dهاي   که رفتار شبکهCCD6جز در روش  ؛ بههستند

LE به مراتب بهتر از شبکه Zاین موضوع که در .  است
محاسبه بسامد بارزتر است، نشان از  هاي خطاي منحنی

 LE و C-Dهاي   در شبکهCCD6عملکرد مطلوب روش
توان  علاوه، می به.  لختی دارد- گرانی براي مسئله امواج

  لی محاسبه بسامد اینخطاي ک مشاهده کرد که
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  .اي  لختی دولایه - ولی براي سرعت گروه امواج گرانی6 مشابه جدول.7جدول 

 / 2bt d    / 0.5bt d    

 CP  SP  CCD6 SCD6  CP  SP  CCD6 SCD6  
 

 21 - 31.553 40.059  9 - 613.964 673.711  C 

 - 3 161.963 157.189  - - 1029.529 1029.140  D 

 43 - 14.265 25.031  44 - 14.626 25.931  Z 
 50 - 13.051 26.238  52 - 13.125 27.243  C-D , LE 

  
bt/ به مقدارD جز شبکه ها؛ به در همه شبکه امواج، d 

که خطاي کلی محاسبه سرعت گروه  درحالی. بستگی دارد
bt/ به مقدارD و Cهاي  جز در شبکه بهاین امواج  d 

  .بستگی ندارد
هاي خطاي کلی مربوط  ، منحنی8 و 7هاي   مطابق شکل

bt/ درD و Cهاي  به شبکه d هاي کوچک به هم نزدیک
0t(هاي زمانی کوچک  در گام. شوند می ( طبق ،

 لختی - اي امواج گرانی رابطه پاشندگی گسسته دولایه
  2 2 2 2 2 2

1/ T ( ) T ( ) T ( )T ( )btf k l k l      

2 2
1T ( )T ( )l k   مربوط به شبکه آراکاواD)  قادر و

 در این شبکه به خطا در ، خطاي نسبی)1389همکاران، 
2هاي عبارت 2T ( )T ( )k l  2 و 2 2 2

1 1T ( )T ( ) T ( )T ( )k l l k  
bt/در . بستگی دارد d هاي کوچک، اثر جمله دوم کم

/اي که در  شود، به گونه می 0bt d توان  ، می
2 2 2( / ) T ( )T ( )f k l   در مورد .  گرفت را نتیجه

اي   با رابطه پاشندگی گسسته دولایهCشبکه آراکاوا 
   1 1

2 2

2 2 2 2 2 2/ T ( )T ( ) T ( ) T ( )btf k l k l       
ازاي  اي که به توان این رفتار را مشاهده کرد به گونه نیز می

/ 0bt d هاي   ، مقادیر خطاي کلی در شبکهC و D به 
ي ها تفاوت بین منحنی. شوند یکدیگر نزدیک می

bt/ که درD و Cهاي  شبکه d هاي بزرگ بارز است، از
1صورت  به(اختلاف در جمله دوم  1

2 2

2 2T ( ) T ( )k l در 

2 و Cشبکه  2 2 2
1 1T ( )T ( ) T ( )T ( )k l l k  در شبکه D (

1با توجه به کمتر بودن خطاي نسبی. شود ناشی می
2

T 
، خطاي )2011گلشاهی و همکاران،  (T و1Tنسبت به

ازاي  اي به  لختی دولایه- کلی محاسبه بسامد امواج گرانی
/bt d هاي بزرگ، در شبکهCیابد، ولی در   کاهش می

، ترتیب این به. ماند ، همچنان بزرگ باقی میDشبکه 
 تقریباً افقی Dمنحنی خطاي کلی محاسبه بسامد در شبکه 

bt/است و خطاي کلی در این شبکه تقریباً به مقدار d 
هاي   در مقایسه با شبکهC-Dرفتار شبکه . بستگی ندارد

اي است که دقت بالاي موجود در  گونه  بهD و Cآراکاوا 
bt/ازاي   بهCشبکه  d هاي بزرگ حفظ شده و در عین

bt/حال، افزایش خطا در d هاي کوچک نیز رفع شده
 مربوط به مدل 4 و 3هاي   این مسئله در شکل. است
  .شود لایه نیز مشاهده می تک

کلی محاسبه بسامد و   ، خطاهاي10 و 9هاي  شکل
 را براي اي  لختی دولایه-سرعت گروه امواج گرانی

ازاي   در مد کژفشار بهCCD6 و SCD6هاي  روش
/ 1bt d و f tخطاي . دهند هاي مختلف نشان می

 زمانی،  کلی محاسبه بسامد این امواج، با افزایش مقدار گام
این روند افزایش خطاي کلی در محاسبه . یابد افزایش می

، LEهاي   در شبکهCCD6 براي روش سرعت گروه نیز
C-D و Zوجود دارد .  
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0.05fازاي کژفشار به مد اي در دولایه لختی  -  براي بسامد امواج گرانیSCD6 و CCD6هاي   منحنی خطاي کلی روش.7شکل  t ) برحسب درصد.(  

  
  نمایش امواج راسبی    5

 گَرد زمینو آ) gu( گَرد زمینبا در نظر گرفتن بخش 
)au

 (و تقریب صفحه صورت  بهf f y  و 
آب  معادلاتتر در  هاي کوچک نظر کردن از جمله  صرف

حاکم را براي امواج  معادلاتتوان  عمق خطی شده، می کم
  ):1982گیل، (دست آورد  لایه به در یک محیط تکراسبی 

)15(  

 

0
0

0 ,

0

H 0

g x

g y

t g a g

t g a g

t x a y a

f v g h
f u g h
u f v yv
v f u yu

h u v





   

   

   
   
     









  

fکه  y   مقداري ثابت است .  
حاکم براي امواج راسبی در  معادلاتبه شیوه مشابه، 

قادر و (آید  ، به شکل زیر در میدولایهیک محیط 
  ):1389همکاران، 

)16(  

 
 

 

1 1 2

1 1 2

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

0

0
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  اي امواج راسبی   لایه تکرابطه پاشندگی     5-1

 لختی، با در نظر گرفتن جواب  -مشابه مسئله امواج گرانی
، رابطه پاشندگی )15( معادلات براي دستگاه شکل موجی

  :آید میدست  اي امواج راسبی به   هلای تکپیوسته 

)17(  
 

2

2 2 2
.

1
bt

bt

k
k l


 
 

 
  

دست آوردن، رابطه پاشندگی گسسته  براي به
 معادلات، دستگاه LEاي امواج راسبی در شبکه  لایه  تک

  :شود به شکل زیر نوشته می) 15(

)18(  
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H 0
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  .اي دولایه لختی  -  ولی براي سرعت گروه امواج گرانی7 مشابه شکل.8شکل 

  
  

 شکل سازي و در نظر گرفتن جواب موجی پس از گسسته
( )i kx ly te   ،آید فوق به شکل زیر در می معادلات:  

)19(

 

1
2

1
2

1
2

1
2

1 1 1
2 2 2

T ( )V T ( )H 0

T ( ) U T ( )H 0

T ( ) U T ( )V T ( )V 0 ,
T ( )V T ( ) U T ( ) U 0

T ( )H H T ( ) U TF ( )V 0

g g

g g

g a g

g a g

g a a

f g k

f g l

f y

f y

k l





   

   



 


 
   
   



  

 

 

  

  

  

 براي شکل موجی مقادیر دامنه جواب Hg وUg،Vgکه 
 گَرد زمینبراي بخش آ Va وUa وگَرد  زمینبخش

)TFهستند و تابع انتقال )lوابستگی دامنه  که به علت 
شود، در هنگام   ظاهر میyراستاي   بهگَرد زمینبخش آ

 هاي ، برحسب تابعمحاسبه دترمینان ماتریس ضرایب
)Tانتقال )lو R( )lصورت  بهشود عمال می زیر ا:  

)20(  TF( ) T( )
.

TF( ) T( ) R( )
l f f l
l y y l l  


  

   

پس از صفر قرار دادن دترمینان ماتریس ضرایب 
فوق، شکل عمومی رابطه پاشندگی  معادلاتدستگاه 

 دست  بهLEبکه اي امواج راسبی در ش   لایه گسسته تک
  :آید می

)21(  
 

1 1
2 2

1
2

1 1
2 2

2

2 2 2 2

T ( )R ( )T ( )1 T ( ) .
T ( ) T ( ) T ( )

bt

bt

k l

k l

 


  


 





  

 عبارت بسامد این امواج به مقدار برآورداي که  نهگو  به
bt t   در این تحقیق، مقادیر نوعی . بستگی دارد

11 11.6 10 ( )ms   2000 وbt km ) ،گیل 
  .اند در نظر گرفته شده) 1982

0t(هاي زمانی کوچک  در گام) 21(رابطه  ( ،
  :آید به شکل زیر در می

)22(  
 

1 1
2 2

1 1
2 2

2

2 2 2

T ( )R ( )
,

1 T ( ) T ( )

bt

bt

k l
i

k l


 


 
  

اي که در آن، بخش زمانی  که معادل است با رابطه
  .شود  پیوسته در نظر گرفته میصورت به

   سازي در شبکه براي گسسته) 15( معادلاتدستگاه 
C-Dشود ، به شکل زیر نوشته می:  
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/ازاي کژفشار به مد اي در دولایه لختی  -  براي بسامد امواج گرانیSCD6 و CCD6هاي   منحنی خطاي کلی روش.9شکل  1bt d ) برحسب درصد.(  
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  :آید  زیر در میصورت به، سازي که پس از گسسته
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ترتیــب، بــا صــفر قــرار دادن دترمینــان مــاتریس  ایــن بــه
فــوق، شــکل عمــومی رابطــه   معــادلاتضــرایب دســتگاه 

 C-Dاي امواج راسبی در شـبکه           لایه  پاشندگی گسسته تک  
  :آید دست می هب

)25(
 

1 1
2 2

1
2

1 1
2 2

2

2 2 2 2

T ( )T ( ) T ( )R ( )T ( )1 T ( ) .
T ( ) T ( ) T ( )

bt

bt

k l k l

k l

 


  


 

  



  

 لختی، این رابطه با رابطه  - برخلاف مسئله امواج گرانی
آنها  تنها تفاوت.  نیست یکسانLEبه شبکه مربوط ) 21(

Tدر عامل ( )T ( )k l  است که در صورت کسر رابطه 
  . وجود داردC-Dکه پاشندگی مربوط به شب

، خطاي CCD6 و SCD6هاي  براي بررسی دقت روش
 محاسبه بسامد و سرعت گروه امواج راسبی rmsEکلی
.  محاسبه شدLE و C-Dهاي  اي در شبکه   لایه تک

  هاي ، این خطاهاي کلی را در روش9 و 8هاي  جدول
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  .اي دولایه لختی  - روه امواج گرانی ولی براي سرعت گ9 مشابه شکل.10شکل 

  
SCD6 و CCD6 براي دو مقدار / 0.5bt d و  

/ 2bt d 3.2ازاي  بهbt t   نتایج (دهند   نشان می
 براي مقایسه داده Z و شبکه D و Cهاي آراکاوا  شبکه
اي محاسبه بسامد امواج ها، بر مطابق این جدول). اند شده

/اي هم در   لایه راسبی تک 0.5bt d  و هم در 
/ 2bt d  عملکرد روش ،CCD6 در شبکه C-Dبا  
 25 با حدود LE درصد بهبود و در شبکه 35حدود 

اما براي محاسبه .  استSCD6درصد، بهتر از روش 
 کمی بهتر است SCD6سرعت گروه این امواج، روش 

/ برايLEجز در شبکه  به 0.5bt d  که روش CCD6 
توان  طورکلی، نمی بنابراین، به. داراي عملکرد بهتري است

 و C-Dهاي  اي در شبکه   لایه براي مسئله امواج راسبی تک

LEاي بین این دو روش عددي قائل  ملاحظه   تفاوت قابل
هاي   نسبت به شبکهC-D اگرچه خطا در شبکه. شد

 کمتر است ولی کمترین خطا براي D و Cآراکاوا 
 و براي محاسبه Zمحاسبه بسامد این امواج در شبکه 

  .دهد  روي میLEسرعت گروه در شبکه 
ي کلی محاسبه بسامد و ها، خطا12 و 11هاي  شکل

هاي  اي را براي روش   لایه سرعت گروه امواج راسبی تک
SCD6 و CCD6ازاي  هاي گوناگون به که در شب

3.2bt t    هاي خطاي کلی  منحنی. دهند نشان می
bt/ازاي  بهC-Dهر دو روش عددي در شبکه  d  هاي

  اما در.  استCهاي شبکه  بزرگ منطبق بر منحنی
 

  

3.2btازاي اي به   لایه تک  براي بسامد امواج راسبیCCD6 و SCD6هاي   خطاي کلی روش .8جدول  t    )برحسب درصد.(  

 / 2bt d    / 0.5bt d    

 CP  SP  CCD6 SCD6  CP  SP  CCD6 SCD6  
 

 38 - 36.485 59.010  27 - 41.696 57.464  C 

 - 81 253.475 47.955  - 81 246.227 47.282  D 

 - 9 17.685 16.178  - 5 18.730 17.816  Z 

 27 - 39.934 54.968  22 - 42.896 55.037  LE 
 39 - 36.309 59.192  33 - 39.840 59.326  C-D 
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  .اي   لایه تک سرعت گروه امواج راسبی  ولی براي8 مشابه جدول.9جدول 

 / 2bt d    / 0.5bt d    

 CP  SP  CCD6 SCD6  CP  SP  CCD6 SCD6  
 

 - 23 129.084 99.463  - 6 319.441 301.660  C 

 - 64 242.658 86.553  - 25 391.337 293.171  D 
 - 4 191.708 184.096  - 10 582.871 525.133  Z 

 - 21 67.657 53.259  18 - 104.196 127.586  LE 
 - 24 127.619 97.601  - 8 318.140 291.508  C-D 

  
/bt d تار شبکه هاي کوچک، رفC-D مانند شبکه C 

هاي خطاي کلی سرعت گروه  این مسئله در منحنی. نیست
این همان رفتار مطلوبی است که . این امواج بارزتر است

 برآورده C-D به شبکه Cبا تغییر شبکه عددي از آراکاوا 
bt/طورکلی، براي همه به. شده است d ها، کمترین

 در محاسبه بسامد CCD6 و SCD6هاي  خطاي روش
.  استZاي، مربوط به شبکه    لایه امواج راسبی تک

که کمترین خطاي محاسبه سرعت گروه این   درحالی
  .دهد  روي میLEامواج در شبکه 

ي کلی محاسبه بسامد و ها، خطا14 و 13هاي  شکل
هاي  اي را براي روش   لایه سرعت گروه امواج راسبی تک

SCD6 و CCD6اي  برbt t  ازاي  هاي متفاوت به
/ 1bt d در محاسبه بسامد این امواج، با . دهند  نشان می

 زمانی، در هر دو روش عددي براي همه  افزایش گام
جز براي شبکه  ها خطاي کلی روندي افزایشی دارد به شبکه

D در روش CCD6د در حال  که خطاي کلی محاسبه بسام
این روند، در محاسبه سرعت گروه، . کاهش است

برعکس است و خطاي کلی محاسبه سرعت گروه این 
جز شبکه  ها به امواج، با افزایش گام زمانی براي همه شبکه

LEهاي زمانی بزرگ،  علاوه در گام به. یابد  کاهش می
خطاهاي کلی محاسبه بسامد و سرعت گروه این امواج، به 

  .کند عین میل مییک مقدار م
  

  اي امواج راسبی دولایهرابطه پاشندگی     5-2
  براي دستگاهشکل موجینظر گرفتن جواب  با در

اي امواج  دولایه، رابطه پاشندگی پیوسته )16(معادلات 
  ):1389قادر و همکاران، (آید  می  شکل زیر در  راسبی به

)26(   
   
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22 422 2 2 2
.
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لایه، در مدل دولایه نیز  مشابه مسئله امواج راسبی تک
اي  توان شکل عمومی رابطه پاشندگی گسسته دولایه می

. دست آورد  را بهC-D و LEهاي  امواج راسبی در شبکه
به شکل زیر ) 16( معادلات، دستگاه LEبراي شبکه 

  :شود نوشته می
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3.2btازاي هاي گوناگون به اي در شبکه   لایه  براي بسامد امواج راسبی تکSCD6 و CCD6هاي   منحنی خطاي کلی روش.11شکل  t   ) برحسب درصد.( 

  

هاي مکانی و زمانی و در نظر  سازي گاه، پس از گسسته آن
ومی رابطه پاشندگی شکل، شکل عم گرفتن جواب موجی

  : آید دست می  بهLE اي امواج راسبی در شبکه گسسته دولایه
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0t(هاي زمانی کوچک  در گام (،  رابطه فوق
  :آید به شکل زیر در می
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، ابتدا دستگاه C-Dسازي در شبکه  براي گسسته

  :شود به شکل زیر نوشته می) 16( معادلات
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  .اي   لایه تک ولی براي سرعت گروه امواج راسبی 11 مشابه شکل.12شکل 

  
سازي و در نظر گرفتن جواب  گاه، پس از گسسته آن

شکل، شکل عمومی رابطه پاشندگی گسسته  موجی
صورت زیر   نیز بهC-Dاي امواج راسبی در شبکه  دولایه

  :آید دست می به
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 LEشبکه مربوط به ) 28(تفاوت این رابطه با رابطه 
Tتنها در عامل ( )T ( )k l در صورت کسر است .  

، CCD6 و SCD6هاي  براي ارزیابی عملکرد روش
خطاهاي کلی محاسبه بسامد و سرعت گروه امواج راسبی 

، 11 و 10هاي  جدول.  محاسبه شدLE و C-Dدولایه در شبکه 
 دارمقمقادیر این خطاهاي کلی را در مد کژفشار براي دو 

/ 0.5bt d و / 2bt d 3.2 ازاي  بهbt t    
هاي دیگر نیز براي مقایسه  نتایج در شبکه(دهند  نشان می

، براي مسئله LE و C-Dهاي  در شبکه). داده شده است
 و SCD6هاي   نیز خطاي روش راسبی دولایه امواج

CCD6د کژمعادل(لایه  فشار مشابه نتایج مدل تک در م  
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/ازاي  بهگوناگونهاي  اي در شبکه   لایه تکبراي بسامد امواج راسبی  SCD6و  CCD6هاي   منحنی خطاي کلی روش.13شکل  1bt d ) برحسب درصد.(  
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3.2btازاي کژفشار به مد اي در یهدولا براي بسامد امواج راسبی CCD6 و SCD6هاي    خطاي کلی روش.10جدول  t    )برحسب درصد.(  

 / 2bt d    / 0.5bt d    

 CP  SP  CCD6 SCD6  CP  SP  CCD6 SCD6  
 

 30 - 40.041 57.517  - 8 59.012 54.385  C 

 - 83 269.349 47.118  - 86 316.305 45.834  D 

 - 6 16.854 15.795  3 - 15.994 16.421  Z 

 23 - 42.193 54.891  21 - 43.775 55.263  LE 

 36 - 37.625 59.220  36 - 38.125 59.742  C-D 

  
که در   اي گونه  است به) دولایهبا مد فشاورد در مدل 

 و در محاسبه CCD6محاسبه بسامد این امواج، روش 
جز در   عملکرد بهتري دارد بهSCD6سرعت گروه، روش 

/ براي LE شبکه 2bt d  که دقت روش CCD6 براي 
 20با حدود (محاسبه سرعت گروه امواج راسبی دولایه 

لایه،  همانند مدل تک.  استSCD6بهتر از ) درصد بهبود
اي براي  کمترین خطاي محاسبه بسامد امواج راسبی دولایه
 روي Zهر دو روش با عملکرد تقریباً یکسان، در شبکه 

دهد و کمترین خطاي محاسبه سرعت گروه این امواج  می
  . استLEمربوط به شبکه 

 SCD6هاي  ي کلی روشها، خطا16 و 15هاي  شکل
بسامد و سرعت گروه امواج راسبی  در محاسبه CCD6و 

و  (LE و C-Dهاي  اي را براي مد کژفشار در شبکه دولایه
)  به منظور مقایسهZ و شبکه D و Cهاي آراکاوا  شبکه

bt/برحسب d3.2ازاي  بهbt t   دهند  نشان می. 
  برايSCD6 و CCD6هاي  مطابق شکل، عملکرد روش

  بهتر ازZاي در شبکه  محاسبه بسامد امواج راسبی دولایه
  است ولی براي محاسبه سرعتLE   وC-Dهاي  شبکه

اي  گروه این امواج، این وضعیت برعکس است؛ به گونه
 بهتر از LEویژه در شبکه    و بهC-Dکه نتایج در شبکه 

  برايCمشکل افزایش خطا در شبکه .  استZشبکه 
/bt d د کژفشار با شدت بیشتريهاي کوچک که در م

  وجود ندارد و خطاي کلی C-Dهمراه است، در شبکه 
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  .اي   لایه تک ولی براي سرعت گروه امواج راسبی 13 مشابه شکل.14شکل 
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  .اي دولایه ولی براي سرعت گروه امواج راسبی 10 مشابه جدول.11جدول 

 / 2bt d    / 0.5bt d    

 CP  SP  CCD6 SCD6  CP  SP  CCD6 SCD6  
 

 - 11 252.319 225.627  - 7 399.055 369.659  C 

 - 51 387.562 191.400  - 81 567.449 109.019  D 

 - 8 377.345 346.837  - 4 125.636 120.419  Z 

 21 - 70.603 89.656  - 36 73.885 47.271  LE 

 - 14 229.351 196.620  - 29 135.775 96.413  C-D 

  
همانند  (C-Dمحاسبه بسامد امواج راسبی دولایه در شبکه 

bt/به مقدار) Z و LEهاي  شبکه dحساس نیست  .
 حال در خطاي کلی محاسبه سرعت گروه این امواج بااین

اي  ها همچنان قله لایه، تقریباً در همه شبکه همانند مدل تک
شکل  به (LEشود که شدت آن در شبکه  مشاهده می

 C-Dهاي  بسیار کمتر از شبکه) CCD6بارزتر براي روش 
در بخش بعدي به علت بروز این قله .  استZو 

  .پردازیم یم
 SCD6هاي  ي کلی روشها، خطا18 و 17هاي  شکل

 در محاسبه بسامد و سرعت گروه امواج راسبی CCD6و 
btاي را براي دولایه t  ازاي  هاي متفاوت، به

/ 1bt d لایه، در مدل  مشابه مدل تک. دهند  نشان می

 زمانی، خطاي کلی محاسبه بسامد  دولایه نیز با افزایش گام
براي روش  (Dجز شبکه  ها به امواج راسبی در همه شبکه

CCD6 (که خطاي کلی  کند؛ درحالی افزایش پیدا می
جز  ها به محاسبه سرعت گروه این امواج، در همه شبکه

چه براي محاسبه بسامد و چه . یابد  کاهش میLEشبکه 
 با افزایش گام براي محاسبه سرعت گروه امواج راسبی،
ها به یک مقدار  زمانی، مقدار خطاي کلی در همه شبکه

/ازاي  این مقدار به. کند معین میل می 1bt d  در مدل ،
 . درصد است100لایه، حدود  دولایه مشابه مدل تک

 
  مواج راسبیاقله خطا در مسئله     6

  امواج هاي خطاي کلی سرعت گروه اي که در منحنی قله
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3.2btازاي کژفشار به مد اي در دولایه براي بسامد امواج راسبی SCD6 و CCD6هاي   منحنی خطاي کلی روش.15شکل  t    )برحسب درصد.(  
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  .اي دولایه ولی براي سرعت گروه امواج راسبی 15 مشابه شکل.16شکل 

  
کژفشار مشاهده د  مفشارورد و هم در مد راسبی هم در

bt/شود، بیانگر حساسیت زیاد این خطا به مقدار می d 
 گلشاهی و همکاران تحقیقاین قله که طبق . است

 )لایه تکتقریباً معادل با مدل (فشارورد  مد ، در)2011(
/مقدار بحرانیازاي  به 0.34bt d د  و درکژفشار م 
/مقدار بحرانیازاي  به 1.14bt d دهد،   روي می

 طبق. کار گرفته شده است تقریباً مستقل از نوع شبکه به
 یکازاي   به، سرعت گروه امواج راسبیتحقیقاین 
/bt d معین داراي یک کمینه است و در نتیجه در 

 دشو میمحاسبه خطاي نسبی، مخرج کسر خیلی کوچک 

 .یابد شدت افزایش می  و خطا به

تر این قله، جواب دقیق سرعت  براي بررسی جامع
طبق . کنیم  میواکاويرا لایه   تکگروه امواج راسبی

 -) 17( رابطه -لایه   تکرابطه پاشندگی امواج راسبی
شکل  بهلایه   تکجواب دقیق سرعت گروه امواج راسبی

  :زیر است

)32( 
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  .اي دولایه ولی براي سرعت گروه امواج راسبی 17 مشابه شکل.18شکل 

  
  :آید میدست   به این تابع از رابطه زیرنقاط فرین

)33(   
  

2 2 2 2 2
2

2 2 2 2

2 3 8
.

3
bt

k l l k k l

k l k l


   


 
  

2ازاي طبق این رابطه، تنها به    28k l  سرعت گـروه داراي 
 در 2lتـوان بـا تقریـب خـوبی از         بنـابراین، مـی   . فرین است 

 ترتیـب، بـا در نظـر گـرفتن     این  به. نظر کرد      صرف 2kمقابل
2 0l           لایـه در     ، فرین سرعت گـروه امـواج راسـبی تـک

2 2 2
2 2 1 1 1

3 3,bt k k k   اي کــه در  دهــد بــه گونــه  روي مـی
2

2 1
bt k ) 1یعنی در/bt kdd (عت گروه به صفر ، سر
gC/2، جـواب دقیـق عبـارت      19شـکل   . کند  میل می  d 

bt/لایـه را برحـسب      امواج راسـبی تـک     d     20 و شـکل، 
، LEهـاي      در شبکه  CCD6خطاي نسبی آن را براي روش       

C-D   و Z ازاي برخی از    بهkd و ld دهد که در  ها نشان می
 لایـه   آن، خطاي نسبی محاسـبه بـسامد امـواج راسـبی تـک            

0t(هاي زمـانی کوچـک        براي گام   (    محاسـبه شـده
)Tهاي انتقـال    با توجه به اینکه، تابع    . است )k در kd  هـاي

ازاي  هـا بـه   تـرین قلـه    ي بیشتري دارند، بـزرگ    بزرگ، خطا 
kd   1 در حدود/ 0.32bt d     شـوند     ایجاد می

/که به مقدار 0.34bt d خیلی نزدیک است .  

  گیري نتیجه    7
در این پژوهش، با استخراج شکل عمومی روابط 

 - اي امواج گرانی  و دولایهاي   لایه پاشندگی گسسته تک
، دقت LE و C-Dهاي  لختی و امواج راسبی در شبکه

هاي ابَرفشرده و فشرده ترکیبی مرتبه ششم در  روش
محاسبه بسامد و سرعت گروه این امواج مورد ارزیابی 

باید توجه داشت که شکل عمومی روابط . قرار گرفت
   C-Dي ها  لختی در شبکه - پاشندگی گسسته امواج گرانی
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gC/2هاي جواب دقیق  منحنی.19شکل d اي    لایه تک امواج راسبی

bt/برحسب dبرخیازاي   بهkdو ld ها. 
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 با هم برابرند ولی در مسئله امواج راسبی، این روابط LEو 
دهد که در مسئله امواج  نتایج نشان می. نیستندیکسان 

 لختی، اگرچه با افزایش گام زمانی، خطاهاي کلی - گرانی
 روند افزایشی بیشتري نسبت به روش CCD6روش 
SCD6هاي زمانی کوچک، هم در   دارند، اما در گام

محاسبه بسامد و هم در محاسبه سرعت گروه این امواج، 
) Zهمانند شبکه  (LEو  C-Dهاي   در شبکهCCD6روش 

علاوه، دقت روش  به.  برتري داردSCD6نسبت به روش 
CCD6هاي   در شبکهC-D و LE کمی بهتر از شبکه Z 

 در این CCD6این مسئله بیانگر قابلیت زیاد روش. است

براي مسئله .  لختی است- ها براي مسئله امواج گرانی شبکه
 افزایش  باSCD6 و CCD6امواج راسبی، در هر دو روش 

 C-Dهاي   زمانی، خطاي کلی محاسبه بسامد در شبکه گام
کند ولی خطاي کلی محاسبه   افزایش پیدا میLEو 

 LE کاهش و در شبکه C-Dسرعت گروه، در شبکه 
 در محاسبه CCD6علاوه، دقت روش  به. یابد افزایش می

 LE و هم در شبکه C-Dبسامد امواج راسبی، هم در شبکه 
 است اما در محاسبه سرعت گروه این SCD6بهتر از روش 

بنابراین در .  کمی بهتر استSCD6امواج، عملکرد روش 
توان یکی از این دو  مجموع، براي مسئله امواج راسبی نمی
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bt/برحسبلایه   تکهاي خطاي نسبی محاسبه سرعت گروه امواج راسبی  منحنی.20شکل dازاي   بهkdو ld  0 و19هاي شکلt  براي روش ،

CCD6هاي   در شبکهC-D ،LE و Z) برحسب درصد.(  
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 براي هر دو روش. روش را بهتر از دیگري معرفی کرد

SCD6 و CCD6 خطاي محاسبه بسامد امواج راسبی در ،
اي که   است به گونهC-Dمتر از شبکه  به مراتب کZشبکه 

 روي Zکمترین خطاي محاسبه بسامد این امواج در شبکه 
این در حالی است که کمترین خطا در محاسبه . دهد می

. شود  مشاهده میLEسرعت گروه این امواج در شبکه 
 لختی و هم براي - طورکلی، هم براي امواج گرانی به

که با تغییر شبکه از دهد  امواج راسبی، نتایج نشان می
bt/تنها خطا در  نهC-D به شبکه Cآراکاوا  d  هاي

 Cکوچک کاهش یافته، بلکه رفتار مطلوب شبکه 
bt/در d هاي بزرگ نیز حفظ شده است.  

از دیگر مواردي که در این پژوهش به آن پرداخته 
کلی محاسبه سرعت گروه اي است که در خطاي  شد، قله

 این قله بیانگر حساسیت. شود امواج راسبی مشاهده می
bt/زیاد خطاي سرعت گروه امواج راسبی به مقدار d 

 روي سرعت گروه امواج صورت گرفتهدر بررسی . است
ها  موج ، مشخص شد که در برخی از طوللایه تکراسبی 

کند  مواج به صفر میل میجواب دقیق سرعت گروه این ا
 در منحنی خطاي  تر و ایجاد قله که به خطاي نسبی بزرگ

  .شود کلی محاسبه سرعت گروه امواج راسبی منجر می
عمق  کمهاي آب  نتایج این پژوهش، با استفاده از مدل

 - شده براي مسئله امواج گرانی  خطیدولایهو لایه  تک
 C-Dده از شبکه  و استفا است آمدهدست   بهلختی و راسبی

، عمق کمآب  معادلاتتر و غیرخطی  براي شکل پیچیده
  . آن پرداخته شود موضوعی است که باید به

  
  تشکر و قدردانی

به نویسندگان مقاله از دانشگاه آزاد اسلامی واحد شوشتر 
  .کنند  حمایت از این کار تشکر میخاطر
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