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کوتا چهار - رونگه کورمک فشرده مرتبه چهارم با پیمایش زمانی کاربست روش مک

  ناپایا غیرخطی راسبی تنظیم مسئلهاي براي  مرحله

  

  *2، و سرمد قادر1نژاد رضا جوان

  
  رانیتهران، ا ،دانشگاه آزاد اسلامی ،واحد علوم و تحقیقات دکتراي تخصصی هواشناسی،1

  ایران تهران، تهران دانشگاه ژئوفیزیک موسسه ،گروه فیزیک فضا دانشیار، 2

 
  )25/05/1396: ، تاریخ پذیرش31/02/1396: تاریخ دریافت(

  

  

  چکیده

کوتا -کورمک فشرده مرتبه چهارم با پیمایش زمانی رونگهروش مکبررسی خطاي بریدگی و آهنگ همگرایی در پژوهش حاضر، به 

. بعدي استفاده شده است که داراي حل تحلیلی است ین تحلیل از معادله فرارفت خطی یکبراي انجام ا. شودپرداخته می ايچهار مرحله

کورمک زمانی مرتبه دوم و مک پیمایشکورمک فشرده مرتبه چهارم با کورمک مرتبه دوم، مکهاي مک خطاي بریدگی براي روش

ی از دگیبر يدست آوردن خطا به يبرا. بیان شده استاي استخراج و کوتا چهار مرحله-زمانی رونگه پیمایشفشرده مرتبه چهارم با 

هاي متفاوتی از همچنین براي بررسی دقت آهنگ همگرایی براي روش. است استفاده شده ثابت  بیبا ضر بعديکی یفرارفت خطمعادله 

دوم و فشرده ی مرتبههاي مکان سازيکورمک کلاسیک با گسستههاي مک مینگ و همچنین روشاروفراگ، بیموندرف، لیپجمله لکس

براي  آمده دست بهدهد آهنگ همگرایی نتایج نشان می. دست آمده استاي بهکوتا چهار مرحله-زمانی رونگه سازيچهارم و گسستهمرتبه

در ادامه نتایج حل عددي براي مسئله تنظیم راسبی غیرخطی ناپایا و براي . باشدمسئله خطی متناسب با آهنگ همگرایی نظري می

اي مورد کوتا چهار مرحله-با پیمایش زمانی رونگه کورمک فشرده مرتبه چهارمو دو بعدي با استفاده از روش مک بعدي هاي یک التح

از روش مذکور براي دو مسئله یک و دو بعدي با نتایج حاصل از کارهاي سایر  آمده دست بهمقایسه نتایج  .بررسی قرار گرفته است

  .میدان حل با ناپیوستگی همراه باشد که یهنگام ژهیو به سب این روش استمحققان گویاي عملکرد منا

  

  غیرخطی راسبی تنظیم ،یدگیبر دقت عددي، خطاي فشرده، کورمک مک روش: هاي کلیديواژه
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  مقدمه     1

هاي تفاضل متناهی هستند هاي فشرده از جمله روشروش

میک سازي دقیق مسائل دیناکه ابزاري مناسب براي شبیه

ها، خود تابع و در این روش. شوندها محسوب میشاره

در نظر گرفته توابعی مجهول  صورت بهمشتقات آن 

شده  هاي فشرده به کارهاي انجامایده روش .شوند می

در ) 1949(و فاکس و گودوین ) 1924( نیومروفتوسط 

با این وجود، . گردد نیمه اول قرن بیستم میلادي برمی

تحت عنوان روش فشرده و کاربرد آن  اهمعرفی این روش

) 1972(ها پس از تحقیقات کریس و اولیگر سازيدر شبیه

رواج یافت و در طی چند سال بسیاري از ) 1975(و هیرش 

هاي ، انواع مختلفی از روش)1992( للمحققان از جمله 

-روش. فشرده با خواص تفکیک متفاوت را معرفی کردند

ها در هاي مکانیک شارهشاخههاي مذکور علاوه بر سایر 

هاي ژئوفیزیکی نیز مورد توجه قرار حوزه دینامیک شاره

  .اندگرفته

در ، هاي فشردهروش با توجه به عملکرد امیدوار کننده

ها در این روش يریکارگ بهبه  شیگرا ریاخهاي سال

هاي جوي و اقیانوسی با توجه به پیچیدگی ذاتی سازي شبیه

و  نیوونمثال  طور به(ایش یافته است ها افزاین شارش

؛ محب2005؛ اصفهانیان و همکاران، 1979ریفاگن، 

؛ 2012و  2009؛ قادر و همکاران، 2007الحجه و دریچل، 

؛ 2016، همکاراننژاد و ؛ جوان2015قادر و نوردشترم، 

  ).1396و همکاران،  ییمیرزا

یکی از مسائل بنیادي هواشناسی تنظیم زمینگرد است 

. دهد توسعه می چرخان هايدرك ما را از فیزیک شارهکه 

تحقیقات زیادي در خصوص مسئله تنظیم زمینگرد 

؛ گیل، 1945مثال کان،  طور به(صورت پذیرفته است 

؛ 1997کو و پولوانی، ؛ 1994باس و تامپسون، ؛ 1976

؛ 2004؛ ویک و همکاران، 1999هلفریش و همکاران، 

هاي بزرگ اغلب پدیده. )2006هلفریش، ؛ 2005ریواس، 

ي و اقیانوسی بعد از یک ناپایداري اولیه در مقیاس جو

معمولاً (میدان تکانه یا ناپیوستگی اولیه در میدان جرم 

تمایل دارند که در ) اختلاف ارتفاع یا چگالی صورت به

اصولاً . پایا تنظیم شوند صورت زمینگرد یا راسبینهایت به

یل انرژي پتانسیل به انرژي فرایند تنظیم زمینگرد با تبد

کسري از  بینجنبشی و تولید موج همراه است، که در این 

. شود انرژي پتانسیل اولیه به انرژي جنبشی نهایی تبدیل می

هاي برجسته از ویژگی تنظیم راسبی یکی گرید انیب به

رود ي و اقیانوسی به شمار میمقیاس جوهاي بزرگپدیده

اینکه تنظیم راسبی به دو مرحله  با توجه به ).1982گیل، (

براي اینکه بتوان درك بهتري  ،شودگذرا و پایا تقسیم می

دست آورد بایستی بخش گذراي هاز پدیده تنظیم راسبی ب

از طرفی معادلات حاکم . قرار گیرد مورد بررسی هم  آن

در مرحله پایا ماهیت خطی و مستقل از زمان داشته و 

ولی . ط به این مرحله بوده استتحقیقات اولیه بیشتر مربو

براي درك بهتر این پدیده بایستی ماهیت غیرخطی و 

وابسته به زمان معادلات حاکم در مرحله گذرا با توجه به 

عدم وجود حل تحلیلی معادلات در این مرحله، مورد 

هاي عددي بر همین اساس از روش. بررسی قرار گیرد

براي حل  .شودحل معادلات حاکم استفاده می يبرا

ابتدا شکل اولیه  ،عددي معادلات حاکم در مرحله گذرا

در ادامه با . شودناپیوستگی میدان جرم و یا تکانه تعیین می

استفاده از یک روش عددي اقدام به حل عددي این پدیده 

  .شودمی

حل عددي مسئله تنظیم راسبی غیرخطی ناپایا در 

-ده مکبعدي با استفاده از روش فشر و دو حالت یک

توسط  دومزمانی مرتبه شیمایپکورمک مرتبه چهارم با 

همچنین میرزائی  .انجام شده است) 1389(قادر و همکاران 

 عمقکممعادلات آب  يحل عددبه ) 1396(و همکاران 

کورمک مک با روش غیرخطی و دوبعدي حالت در

در واقع باید اشاره نمود که. پرداختند چهارم ۀمرتب ةفشرد
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 ،)1389(قادر و همکاران  قاتیدر ادامه تحق کار حاضر

و  ییرزایم نهمچنی و) 2016( همکاران و نژاد	جوان

تفاوت که در کار حاضر  نیبا ا ؛باشد یم) 1396(همکاران 

 باشد یکورمک م مک يها دقت روش یتمرکز بر بررس

 یبررس نیو همچن یدگیرب ياز جمله محاسبه خطا(

حاضر روش  علاوه در کار هب). ییآهنگ همگرا

کوتا -هنگور یزمان شیمایکورمک فشرده همراه با پ مک

که در  يبعد و دو يبعد کی یراسب میتنظ يها به مسئله

  .شود یهستند، اعمال م یوستگیهمراه با ناپ هیاول طیشرا

کورمک بندي روش مک شناسی ابتدا فرمول در روش

 کوتا چهار-رونگهفشرده مرتبه چهارم با پیشروي زمانی 

سپس . شود طور خلاصه بیان می به) MCRK4( ايلهمرح

-روش مک براي سنجش توانایی و دقت خطاي بریدگی

کورمک فشرده مرتبه و مک )MC2(دوم کورمک مرتبه

با روش ) MC4(دوم زمانی مرتبه شیمایپچهارم با 

MCRK4 در ادامه آهنگ همگرایی . شودمقایسه می

بعدي ت خطی یکروش مذکور با استفاده از معادله فرارف

هاي متفاوتی از روشبه همراه که داراي حل تحلیلی است 

وارمینگ و همچنین بیم فراگ،وندرف، لیپجمله لکس

MC2  وMC4 نیز نتایج حل انتها در  .آیدمیدست به

ناپایا براي دو  عددي معادلات تنظیم راسبی غیرخطی

  .شودآورده می بعدي حالت یک و دو

  

  MCRK4روش      2

هاي بندي روشدست آوردن و جزئیات فرمولهحوه بن

M2 و MC4 و همچنین ) 2000( رکلوتوسط هیکسون و ت

 رکلورا هیکسون و ت MCRK4و روش  )1387( فلاحت

و همچنین میرزایی و همکاران  )1395(نژاد جوان ،)2000(

فقط  نجایا در. اندمشروح بیان کرده صورت به )1396(

خلاصه بیان  صورت هب MCRK4بندي روش فرمول

  .شود می

  

  بندي روشفرمول   2-1

هاي فشرده براي برآورد مشتق شکل عمومی خانواده روش

زیر  صورت بهتوان مرتبه اول یک تابع دلخواه را می

  :نوشت

  

)1                                         (     
1

,B D C f
x




  

  

، fعملگر مشتق مکانی تابع Dاي، هفاصله شبک xکه 

 C ضرایب براي تابع ماتریسf  و B ماتریس 

اکنون براي رسیدن به . است Dضرایب عملگر مشتق

را  Dکورمک، عملگر ضمنیمکروابط روش فشرده 

زیر تجزیه  صورت بهرو رو و پسبه دو عملگر پیش دبای

  :کرد

  

)2                                           ( 
   

,
2

F BD D
D


  

  

رو و از براي نمایش عملگر پیش Fاز بالانویس که

رو استفاده شده براي نمایش عملگر پس Bبالانویس 

چهارم قت مکانی مرتبه به روشی با د رسیدن براي. است

-رو و پیششکل گسسته مشتق اول مکانی یک سوي پس

  :شودزیر تعریف می صورت به  رو، براي تابع دلخواه 
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که ضریب 
32

1

2

1
aاندیس ،i  مربوط به نقاط

Dشبکه و
FوD

B رو پسرو و  ترتیب عملگرهاي پیش به 

 2/4واره روش تحت عنوان طرحاین  .استtمکانی 

جمع این . شودگذاري مینام) 2000رکل، وهیکسون و ت(

  .دو عملگر عبارتی با دقت مرتبه چهارم است

مقدار مورد نظر عملگرها در مرزها با استفاده از روش 

سویه همانند روش هیکسون و اي یکصریح پنج نقطه
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در این روش مقادیر . شودانجام می) 2000(رکل وت

اي برابر با عملگرهاي عملگرها در مرز با دقتی از مرتبه

شرایط مرزي براي . شودزده می تقریب رورو و پسپیش

رو مرزهاي سمت چپ و راست مربوط به عملگرهاي پیش

رکل، وهیکسون و ت(است ) 7(تا ) 4(رو طبق روابط و پس

2000.(  
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مرز سمت (، مربوط به نقطه ابتدایی شبکه 1که زیرنویس

مرز (، مربوط به نقطه انتهایی شبکه mو زیرنویس) چپ

  .ستا) سمت راست

  

  زمانی مایشپی   2-2

اي مرحله کوتا چهار-رونگه وشاز رزمانی  شیمایپبراي 

صورت کلی شکل پایستار معادلات . شوداستفاده می

  :زیر در نظر گرفت صورت بهتوان  میحاکم را 

)8                                                   (( ) 0 ,
t


 



V
G V  

  

با توجه به و  استV تابعی ازG یابی ومتغیر پیش Vکه 

تواند از یک تا سه بعد می) 8(رابطه تعداد بعدهاي مسئله 

مشتق اول در راستاي  این تابع همچنین شامل. داشته باشد

شکل گسسته زمانی . محورهاي مختصات مختلف است

در روابط زیر آمده  MCRK4با استفاده از روش  )8( رابطه

  :)2000رکل، وهیکسون و ت( است
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همچنین  .هاي کمکی هستندیرمتغ h)4(تا  h)1(که مقدار 

ترتیب به) 9(ضرایب در روابط 
2
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14  ،
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1
1
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3
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3
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3
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6

1
4
 هستند. 

شود، روش مشاهده می )9(طور که در رابطه همان

MCRK4  رو عملگرهاي پس. اي استچهار مرحلهروشی

) 3(مورد استفاده در این روش عملگرهاي رابطه رو و پیش

  .باشندمی

- پیشمراحل  به مربوط )9( رابطه در که گونههمان

 براي شود،می مشاهده کورمکمک روشکننده بینی

رو، پس رو،پیش ترتیب از عملگرهاي مشتق به برآورد

 ترکیب چنین. است شده استفاده روپس رو وپیش

. شودمی گذارينام FBFBنماد  با عملگرها از جایگشتی

در  خصوص بهعددي و  حل هنگام است بهتر عمل در

حباب مثال  طور به(هاي متقارن زمان حل عددي با شکل

ر شده از استفاده از ترکیب ذک بر علاوه )گرم در جو خنثی

 BBBBوBFBF،FFFFهاي دیگر همانند ترکیب

مثال قادر  طور به(زمانی متوالی استفاده شود  ايهبراي گام

 )2016نژاد و همکاران، ؛ جوان1390و  1389و همکاران، 

 این نکته در هنگام حل عددي معادلات حاکم براي حل
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بعدي در تحقیق  عددي مسئله تنظیم راسبی غیرخطی دو

  .حاضر نیز رعایت شده است

  

  دقت بررسی     3

 دقت بررسی بهنتایج حل عددي  ارائهقبل از  بخش این در

 MC4 و MC2روش  با مقایسه در MCRK4روش 

- براي این منظور خطاي بریدگی روش. شود می پرداخته

فرارفت خطی  براي معادله MCRK4و  MC2 ،MC4هاي 

آمده  دست بهباشد، بعدي که داراي حل تحلیلی مییک

هاي متفاوتی همچنین آهنگ همگرایی براي روش. است

وارمینگ و همچنین فراگ، بیم وندرف، لیپاز جمله لکس

  .آمده است دست به MCRK4و  MC2 ،MC4هاي روش

  

  خطاي بریدگی   1- 3

و  MC2 ،MC4هاي در این بخش خطاي بریدگی روش

MCRK4  دست به يبعد کیبراي معادله فرارفت خطی 

تواند یک معیار نظري مقایسه این خطا می. آمده است

 .ها باشدمرتبه دقت هر یک از روشبررسی ریاضی براي 

آوردن خطاي بریدگی، ابتدا معادله فرارفت  دست بهبراي 

زیر در نظر  صورت بهبعدي با ضریب ثابت یکخطی 

  ):2000رکل، وسون و تهیک( شودگرفته می

  

)10   (                                           
 

.t x
U + F U = 0

F U cU
  

  

  MC2روش   1- 1- 3

 MC2با استفاده از روش ) 10(شکل گسسته زمانی رابطه 

  :زیر است صورت به

  :کنندهبینیمرحله پیش

  

)11                       (          * ( ) .n F n
i i iU U t F U    

 
  :مرحله مصحح

  

)12              (  1 * *1
( ) ,

2
n n B
i i i iU U U t F U     

  

*که 
iU  مقدار موقتیn

iU  1در زمانn با . است

زیر  صورت به) 13(رابطه  )12( در )11(جایگذاري رابطه 

  :شودحاصل می
  

)13  (      1 *1
( ) ( ) .

2
n n n F n B
i i i i iU U U t F U t F U       

  

  :آیددست میرابطه زیر بهدر ادامه که 
  

)14        ( 
  

  
1 1

.
2

n n F n
i i in

B n F n
i i

U U t cU
U

t cU c cU



 



    
  

    

  

  

مکانی در رابطه  رو پسحال با اعمال عملگرهاي پیشرو و 

  :آیددست میهرابطه زیر ب )14(

  

)15                        (
 

 

1
1 1

2 2

1 12

2

2 .
2

n n n n
i i i i

n n n
i i i

c t
U U U U

x
c t

U U U
x


 

 


  




  


  

  

)با استفاده از بسط سري تیلور براي در نهایت  )U t t  و

( )U x x  خطاي بریدگی روش  )15(و رابطهMC2 

  :آیددست میزیر به صورت به

  

)16 (       

2 3

4 2 2

2 2 2 2

2 6

...
24 2

... .
6 24

t tt ttt

tttt x xx

xxx xxxx

t t
tU U U

t c t
U c tU U

c t x c t x
U U

 
  

 
     

   
  

  

  

  :آیددست میرابطه زیر به )16( از طرفی با توجه به رابطه
  

)17        (2,   ,   .t x tt xx ttt xxxU cU U c U U cU      
  

خطاي ) 16(در رابطه ) 17(بطه حال با جایگذاري را

  :آیدمی دست بهزیر  صورت به MC2بریدگی روش 

)18  (      
2 2

... .
6 6

t x ttt xxx

t c x
U cU U U
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، دقت مکانی شودمشاهده می )18(که در رابطه  طور همان

  .از مرتبه دوم است MC2و زمانی روش 

  

  MCRK4و  MC4هاي روش  2- 1- 3

ک فشرده کورمدر روش مک رو پسعملگرهاي پیشرو و 

  :زیر است صورت بهمرتبه چهارم 

  

)19     (
 

 

1 1

1 1

1
(1 ) ( ) ( )

,
1

(1 ) ( ) ( )

B B n n
i i i i

F F n n
i i i i

a a F U F U
x

a a F U F U
x

 

 

 

 

   


   


  

 

1که  1

2 2 3
a   پس از انجام محاسبات ریاضی. است 

 MC4، خطاي بریدگی روش MC2همانند روش 

  :آیدمی دست بهزیر  صورت به

  

)20  (    
2 4

... .
6 180

t x ttt xxxx

t c x
U cU U U

 
      

  

 MCRK4روش  آوردن خطاي بریدگی دست بهبراي 

عمل کرده با این تفاوت که در این  MC4همانند روش 

چهار  یستیاستفاده از دو گام و دو عملگر با يجا هبروش 

خطاي . شوداستفاده  محاسبات یگام و چهار عملگر در ط

  :زیر است صورت به MCRK4بریدگی روش 

  

)21             (
4 5 4

... ,
180 120

t x xxxx ttttt

c x c t
U cU U U

 
    

 
از مرتبه  MC4 دقت مکانی روش )20(با توجه به رابطه 

همچنین با . چهارم و دقت زمانی آن از مرتبه دوم است

داراي دقت مکانی و  MCRK4روش  )21(توجه به رابطه 

  .زمانی از مرتبه چهارم است

 آهنگ همگرایی   2- 3

-اکنون با استفاده از حل عددي معادله فرارفت خطی یک

 در MCRK4و  MC2 ،MC4هاي بعدي دقت روش

فراگ و وندرف و لیپها همانند لکسمقایسه با سایر روش

-وارمینگ با دقت مرتبه دوم و مرتبه چهارم سنجیده میبیم

هاي عددي نیاز به حل دقیق براي بررسی دقت روش. شود

بر همین . معادلات مورد استفاده براي حل عددي است

اساس در این بخش با استفاده از معادله فرارفت خطی 

که حل دقیق آن موجود است به بررسی دقت و  يبعد کی

معادله فرارفت با . پردازیمها میآهنگ همگرایی این روش

هیکسون و (شود زیر بیان می صورت بهضریب ثابت 

  ):2000رکل،وت
  

)22                                                      (0 .t xU U   
  

  :زیر است صورت به که شرط اولیه رابطه بالا

  

)23                        (
2

1
( , ) exp ln(2) .

2 3

x
U x t

  
      

  

  

شبکه انتخابی براي حل عددي یکنواخت و محدوده 

20 صورت به xتغییرات 450x   در مرز . است

)سمت چپ  1)i  از شرط مشتق مرتبه اول تابع برابر با ،

فر و در مرز سمت راست از روابط مرزي که در قسمت ص

اکنون . شودکورمک آمده، استفاده می مک معرفی روش

و همچنین محاسبه آهنگ همگرایی  2lبا استفاده از نرم 

)Convergence rate (ها به بررسی دقتبراي این روش 

شود زیر تعریف می صورت به 2lنرم  .شودپرداخته می

؛ سالاري و ناپ، 1993ستراکا و همکاران،مثال ا طور به(

  ):2004و  2002 ،و همکاران روي؛ 2000
  

)24                       (

1

2

2
1

1
( ) ( ) ,

N

ref
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l Q i Q i
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براي تابع با  آمده دست بهمقدار  Qتعداد نقاط و  Nکه 

. مقدار دقیق تابع است refQفاده از روش عددي و است

آید می دست بههمچنین مقدار همگرایی از رابطه زیر 

و همکاران  روي؛ 2000مثال، سالاري و ناپ،  طور به(

  ):1992؛ ویلیامسون و همکاران 2004و  2002
  

)25                                     (

2 1

10

2 2

1
10

2

( )
log
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l Q
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2که  1( )gridl Q  2و 2( )gridl Q 2رم مقدار نُترتیب  بهl 

2xو  1xايحاصل از حل عددي و براي فاصله شبکه  

- هاي لکسنرم مکانی حاصل از روش 1شکل . است

-و لیپ) 2010ن، ور؛ د1960لکس و ندوف،(وندرف 

و  سبیسی؛ 1976وارمینگ،و بیم (وارمینگ فراگ و بیم

فشرده مرتبه چهارم و  براي مرتبه دوم، )2005همکاران، 

را نشان  MCRK4و  MC2، MC4هاي همچنین روش

  .دهد می

یک از  آهنگ همگرایی هر 2 و 1هاي در جدول

1xاي ها براي فاصله شبکهروش  ،0.5x  و

0.25x  گام زمانی مود استفاده براي . ارائه شده است

70.5 هاي عددي مختلف یکسان و برابرروش 10  t    

نتایج حاصل از این دو جدول مطابقت . انتخاب شده است

همچنین . ها داردیک از روش خوبی با نتایج نظري هر

داراي مرتبه  MCRK4و  MC4دو روش شود مشاهده می

 .دقت مکانی یکسانی هستند

  

  .براي مرتبه دوم مرکزي qآهنگ همگرایی، .1جدول 

MC2 وارمینگبیم فراگلیپ  وندروفلکس   Δx 

1.887 1.887 1.887 1.887 1.0 
1.929 1.929 1.929 1.929 0.5 
1.950 1.950 1.950 1.950 0.25 

  

  .براي فشرده مرتبه چهارم qآهنگ همگرایی، .2جدول 

MCRK4 MC4  
-بیم

  وارمینگ

-لیپ

  فراگ

-لکس

  وندروف
Δx 

4.436 4.436 4.436 4.408 4.408 1.0 
4.273 4.273 4.273 4.259 4.259 0.5 
4.191 4.191 4.191 4.182 4.182 0.25 
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  .شرده مرتبه چهارمنُرم مکانی براي مرتبه دوم و ف .1 شکل
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  راسبی غیرخطی در یک بعد تنظیم مسئله     4

انتخاب شده براي بررسی عددي این پدیده  معادلات

کو و پولوانی، ( است fعمق در صفحه معادلات آب کم

1997(:  
  

)26               (

 

* * *
* * * *

* * *
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با بعد پارامترهاي   دهنده نشان) (بالانویس ستاره که 

دهنده  ترتیب نشان به vو uهمچنین در این روابط . است

بیان کننده  y ،tو xسرعت در دو راستاي يها مؤلفه

نیز شتاب  gپارامتر کوریولیس و  fعمق شاره، hزمان، 

شرایط اولیه انتخاب شده براي مطالعه، یک . گرانی است

ناپیوستگی در میدان ارتفاع شاره در حال سکون است که 

  :شودزیر تعریف می صورت به
  

)27              (

* * *

* * *
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* * * 0

* * *
0

( , 0) 0
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u x t
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*ارتفاع میانگین لایه در زمان  H*که  0t   و*
0 

با توجه به شرایط اولیه که . باشد یمانحراف از میانگین 

ها باشد، معادلات حاکم در تمام زمانمیx*راستاي محور 

*یعنی  0t  مستقل از*y اکنون . شوددر نظر گرفته می

بعد را با استفاده از روابط زیر بی) 26(دستگاه معادلات 

  :کنیممی
  

)28  (                                        
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با . باشدمی x*مقیاس طول در راستاي محور L*که 

در ) 28(ذکر شده رابطه  بعد یبهاي جایگذاري کمیت

هاي و بعد از حذف علامت پرایم از کمیت) 26(رابطه 

به شکل زیر بازنویسی ) 26(دستگاه معادلات رابطه  بعد،بی

  :شودمی
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بعدترهاي بیپارام که   :زیر هستند صورت به و  

  

)30                                                         (
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 ماهیت خطی و غیرخطی بودن و پارامتر  پارامتر  که

 ماهیت چرخشی و غیر چرخشی بودن مسئله را بیان

بین صفر و یک در نظر  محدوده تغییرات . کنند می

به سمت صفر میل  اگر  که يطور بهشود، گرفته می

-کند، مسئله ماهیت خود را به حالت کاملاً خطی تغییر می

0همچنین مقدار . دهد و بالعکس   ریغمعادل با حالت 

1و  یچرخش  معادل با حالت چرخشی سیستم می-

  .باشد

  

 تنظیم نتایج و بحث حل عددي مسئله   1- 4

  راسبی غیرخطی در یک بعد

شبکه انتخاب شده براي حل عددي این مسئله یک شبکه 

1601nیکنواخت با تفکیک   بعد شده آن و مکان بی

15در بازه  15x   مسئله براي چهار حالت . قرار دارد

، خطی و چرخان ریغ، غیرخطی و چرخان ریغخطی و 
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غیرخطی و چرخان مورد بررسی قرار  چرخان و در نهایت

 .گیردمی

 0در حالتی که چرخشی وجود ندارد پارامتر

ن با انتخاب مقداراکنو. باشدمی برابر با عددي بسیار  

 چرخان ریغ به حالت خطی، یلنزدیک به صفر مسئله تبد

کورمک نتایج حل عددي با استفاده از روش مک .شودمی

 کوتا چهار-رونگهزمانی  شیمایپفشرده مرتبه چهارم با 

ه در مرحل. الف نشان داده شده است-2اي در شکل مرحله

مسئله به حالت  3.0بعدي با در نظر گرفتن مقدار 

نتایج مربوط به . شودتبدیل می یچرخش ریغغیرخطی و 

نتایج . ب نشان داده شده است-2این حالت در شکل 

و مقدار  1مربوط به حالت خطی و چرخشی یعنی 

 و حالت غیرخطی و  ج-2 نزدیک به صفر در شکل

باشد در شکل می 3.0و  1چرخشی که در آن 

همچنین نتایج کار کو و پولوانی . نشان داده شده است د-2

مقایسه کیفی . نشان داده شده است 3در شکل ) 1997(

صحت ) 1997(ی با کار کو و پولوان آمده دست بهنتایج 

را نشان  MCRK4با استفاده از روش  آمده دست بهنتایج 

  .دهدمی

  

  

x



-15 -10 -5 0 5 10 15

t=0

t=2

t=4

t=6

t=8

t=10

Nonlinear, nonrotating

   x



-15 -10 -5 0 5 10 15

t=0

t=2

t=4

t=6

t=8

t=10

Linear, nonrotating

  
  )ب(                                                            )                                    الف(

x



-15 -10 -5 0 5 10 15

t=0

t=2

t=4

t=6

t=8

t=10

Nonlinear, rotating

   x



-15 -10 -5 0 5 10 15

t=0

t=2

t=4

t=6

t=8

t=10

Linear, rotating

  
  )د(                                                                   )                                    ج(

 )ج(، چرخان ریغحالت غیرخطی و  )ب(چرخان،  غیر حالت خطی و )الف( :براي MCRK4بعدي حاصل از روش میدان ارتفاع مسئله تنظیم راسبی یک .2 شکل

  .حالت غیرخطی و چرخان )د( و حالت خطی و چرخان،
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  )ب(                                                                    )                            الف(

 
  )د(                                                                        )                                    ج(

، چرخان ریغحالت غیرخطی و  )ب(، چرخان ریغ حالت خطی و )الف(. بعديراسبی یکبراي میدان ارتفاع مسئله تنظیم  )1997(کو و پولوانی  کارنتایج . 3 شکل

  .حالت غیرخطی و چرخان )د(حالت خطی و چرخان،  )ج(

  

 در دو بعدي غیرخطی راسبی تنظیم مسئله     5

  کانال چرخان یک

بعدي  دو راسبی تنظیم مسئله حاکم براي معادلات

  ):1999ن، هلفریش و همکارا(هستند  زیر صورت به

  

)31  (

* * * *
* * * * *

* * * *

* * * *
* * * * *
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* * * * *
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* * * * *
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در این روابط  .هستند بعدي دو عمقکم آب که معادلات

 این روابط. استفاده شده است ي پارامترهاي با بعد از برا

تنظیم راسبی  عددي و تحلیل فیزیکی پدیده بررسی براي

تکانه در  معادلهترتیب شامل  در دو بعد بیان شده است و به

 و y*محور راستاي در تکانه معادله، x*راستاي محور

  .تاس پیوستگی معادله

مدلی که در این تحقیق استفاده شده است عبارت از 

ناپذیر، همگن و ناوشکسان است که در یک شاره تراکم

محدود  یک کانال چرخان با سطح مقطع مستطیل شکل

بالایی آن  سطح زیرین این کانال مسطح و سطح. شودمی

 هاي راستايدر این کانال چرخان تنها دیواره. آزاد است

 در نظرسخت ) در مسئله تنظیم راسبی غیرخطی( x*محور

 u*شود سرعت عمود بر آنشود و باعث میگرفته می
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دیواره اولیه  شرایط .گرفته شود نظر درهمواره صفر 

تنظیم راسبی غیرخطی در کانال  انتخاب شده براي مسئله

یک  صورت به انتخاب شده چرخان شرایط اولیه

ناپیوستگی در میدان ارتفاع شاره در حال سکون در نظر 

زیر  صورت به تفاعشرایط اولیه میدان ار. شودگرفته می

 :شودتعریف می
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* * * *

* * * *

* *

* * * *
*

*

( , , 0) 0
( , , 0) 0 .

0

( , , 0)
0

2

u x y t
v x y t

z y

h x y t z
y

 
 

 


 




  

  

 راسبی غیرخطی تنظیم مسئله از بهتري براي اینکه درك

با استفاده ) 32(رابطه  شود، حاصل چرخان کانال یک در

  :شودمیبعد از روابط زیر بی
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* *

** *
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  :است با برابر بعد پارامتر بی که

  

)34 (                                                       
* *

* *
,

g z

f L
   

  

  دگرشکلیاز دیدگاه فیزیکی نسبت شعاع (radius of 

deformation)   راسبی به مقیاس طول*L راستاي  در

بعد ذکر شده هاي بیبا جایگذاري کمیت. است y*محور

و بعد از حذف علامت پرایم از ) 32(در رابطه ) 33(رابطه 

  :شودرابطه به شکل زیر بازنویسی می بعد،هاي بیکمیت

  

)35            (

2

,

0

u u u d
u v v

t x y x
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و یا ) 32( رابطه. باشدمی هیضخامت لا dکه 

بعد شرایط اولیه حاکم بر مسئله در شکل بی گرید ارتعب به

  :شودزیر نوشته می صورت بهخود نیز 
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1 0

( , , 0)
( , , 0) .1

( , , 0) 0
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، )1999(با کار هلفریش و همکاران  مشابه مقالهدر این 

) 36(با شرایط اولیه رابطه ) 35(براي حل عددي رابطه 

1 مقدار   عددي حل براي. در نظر گرفته شده است 

بایست از شکل پایستار معادلات حاکم که  می) 35(رابطه 

  :شوند، استفاده نمود صورت زیر بیان می به
  

)37                                     (
U E G

R ,
t x z

  
  

  
  

  

به شکل زیر تعریف ) 37(که بردارهاي مربوط به رابطه 

  :شوند می
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u d d
ud
vd uvd
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زیر بازنویسی  صورت به توان میرا ) 37(همچنین رابطه 

  :کرد
  

)39                                             (
U

Q(U) 0 ,
t


 


  

  

  :زیر است صورت به UQ)( که
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، MCRK4با استفاده از روش ) 39(رابطه شکل گسسته 

  :زیر خواهد بود صورت به
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گیري شکل اویلري معادلات حاکم در زمان انتگرال

بر شاره بر اثر اندرکنش غیرخطی، ناپایداري غیرخطی 

ن ناپایداري ای. آیدوجود مینامیدن به ناشی از خطاي دگر

هاي مختلفی ازجمله افزودن توان با روشغیرخطی را می

از طرفی روش . میرا کننده به معادله مهار کرداي  جمله

کورمک داراي یک میرایی ذاتی است و این میرایی مک

با . کندهاي غیرخطی را کنترل میبخشی از اندرکنش

هاي وجود این به علت پیچیدگی میدان شاره در شارش

صورت  پذیر ازجمله میرایی بههیدروستاتیک و تراکم رغی

مثال استراکا و همکاران،  طور به(شده است   زیر استفاده

احمد و لیندرمن،  ؛1999هلفریش و همکاران،  ؛1993

2007:(  
  

)42                                             (
 
 

,u

v

F d u

F d v





  

   
  

  

این ضریب با آزمایش عددي . ضریب میرایی است که 

شده در حل   و با توجه به تفکیک انتخاب آمده  دست به

به ) 42(هنگام حل عددي رابطه . کندعددي تغییر می

براي محاسبه . شوداضافه می) 39(سمت راست رابطه 

توان از عملگرهاي می) 42(در رابطه وعملگرهاي 

  .رو استفاده کردرو و پسپیش

 تنظیم نتایج و بحث حل عددي مسئله   5-1

  کانال چرخان یک در بعدي دو غیرخطی راسبی

در این بخش نتایج حاصل از حل عددي مسئله تنظیم 

در این  .شده استراسبی غیرخطی در دو بعد آورده 

 بعد یبک ناحیه مستطیلی شکل با عرض یپژوهش 

50L در راستاي محورy  1بعد یبول طوw در 

در این حالت که طول . مورد نظر است xراستاي محور 

)5001101(است، از تفکیک  1wکانال برابر با  در 

زمانی انتخاب شده نیز  گام .عددي استفاده شده است حل

براي کنترل ناپایداري . است 001.0tبرابر با 

پارامتر  هاي غیرخطیغیرخطی ناشی از اندرکنش

005.0 ر گرفته شده استدر نظ.  

سازي شده میدان ارتفاع شبیهتحول زمانی  4در شکل 

بعدي در یک  مربوط به مسئله تنظیم راسبی غیرخطی دو

طول با  s20و  s4 ،s12سه زمان درکانال چرخان 

1w  25.00امتضخو d  حاصل از حل عددي و به

نتایج  5چنین در شکل همو  MCRK4کمک روش 

- همان. نشان داده شده است )1999(هلفریش و همکاران 

شود از لحاظ کیفی مشاهده می 5طور که در شکل 

مطابقت مناسبی بین نتایج عددي حاصل از روش 

MCRK4  1999(هلفریش و همکاران و نتایج عددي( 

  .وجود دارد

بلافاصله بعد از شکستن سد یک شوك  4شکل در 

همچنین . شود سوي جریان منتشر می تولید شده و به پایین

سوي جریان منتشر  موج بازشونده کلوین هم به بالا

قرار بین شوك و موج کلوین یک ناحیه منبسط  .شود می

  .حضور دارنداین ناحیه امواج پوانکاره در دارد که 

هلفریش و مشابه با کار انجام شده توسط  6ل در شک

دان سرعت افقی و یدان ارتفاع، میم )1999(همکاران 

طول ثانیه با  20زمان  دربراي  یمیدان تاوایی پتانسیل

1w  25.0وd  داده شده استنشان.  
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  )ج(                                                          )ب(                                                         )الف( 

، s4) الف(: سه زمان در MCRK4روش با استفاده از سازي مسئله تنظیم راسبی غیرخطی دو بعدي در یک کانال چرخان میدان ارتفاع شبیهتحول زمانی  .4شکل 

1wطول براي  s20) ج(و  s12 )ب(  ضخامت ،d0 = 0.25 . 05/0متوالی برابر با  دو پربنداختلاف بین  .قرار دارند 1تا  صفرضخامت در بازه  ربندهاي همپ 

  .است
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) ج(و  ثانیه 12) ب(، ثانیه 4) الف( :سه زمان در چرخان کانال یک در غیرخطی راسبی تنظیم مسئله عددي حل براي )1999(هلفریش و همکاران  نتایج .5شکل 

1wطول براي ثانیه  20  ضخامت ،d0 = 0.25 . قرار دارند 1تا  صفرضخامت در بازه  ربندهاي همپ. 

  

  



 71                                                                                                                       مسئله تنظیم راسبی غیرخطی ناپایابه  کورمک فشرده مرتبه چهارم روش مککاربست 

  

  

  

  

0.7

0
.5
5

0.
2

X

y

-0.5 0 0.5
14

16

18

20

          

0.025

0.025

0.025

x

y

-0.5 0 0.5
14

16

18

20

  
  )ب(                                                                                           )الف( 

0.1

0.4

0
.6

x

y

-0.5 0 0.5
14

16

18

20

          

4.2

3.4

3
.8

x

y

-0.5 0 0.5
14

16

18

20

  
  )د(                                                                                                  )  ج(

 )ب(میدان ارتفاع، ) الف( .25.0dو  1wطول ثانیه با  20 زمان درسازي مسئله تنظیم راسبی غیرخطی دو بعدي در یک کانال چرخان شبیه .6شکل 

دهنده ها نشان چین خط. باشدتاوایی پتانسیلی می ندایم) د(و  yدر راستاي محور افقی میدان سرعت  مؤلفه) ج( ،xدر راستاي محور مؤلفه افقی میدان سرعت 

  .باشدپریشیدگی منفی می
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  گیرينتیجه     6

خطاي ابتدا  ي،دقت عدد یبررس يبرادر کار حاضر 

براي معادله  MCRK4و  MC2 ،MC4هاي بریدگی روش

که داراي حل  بتثا بیبا ضربعدي فرارفت خطی یک

مه آهنگ همگرایی در ادا. آمد دست بهباشد، تحلیلی می

-وندرف، لیپهاي متفاوتی از جمله لکسبراي روش

و  MC2 ،MC4هاي وارمینگ و همچنین روشفراگ، بیم

MCRK4 مطابقت حاصل گویاي  جینتاآمد که  دست به

دو روش  شدمشاهده  نهمچنی .است ينظرمبانی با ی خوب

MC4  وMCRK4 یکسانی یمرتبه دقت مکان يدارا 

یک  عنوان بها حل عددي معادله فرارفت از طرفی ب .هستند

مسئله خطی معلوم به همراه محاسبه خطاي بریدگی و 

کورمک فشرده آهنگ همگرایی معلوم شد که روش مک

کورمک مرتبه دوم از مرتبه چهارم نسبت به روش مک

علاوه در این  هب .عملکرد و دقت بالاتري برخوردار است

 ناپایاي غیرخطی یراسب تنظیم مسئلهپژوهش به حل عددي 

. پرداخته شد MCRK4با استفاده از  بعدي بعدي و دویک

براي اینکه و بعد در یک با توجه به عدم وجود حل تحلیلی

 MCRK4مقایسه کمی بین نتایج عددي حاصل از روش 

میدان ارتفاع مسئله تنظیم راسبی براي تحول زمانی 

سط صورت گیرد، مشابه با کار انجام شده تو بعدي یک

 ، میدان ارتفاع مسئله تنظیم راسبی)1997(کو و پولوانی 

تنظیم راسبی  با توجه به اینکه معادلات مسئله. آمد دست به

کیفی  براي مقایسهلذا ، هستند یلیتحلفاقد حل  دو بعددر 

هلفریش و مشابه با کار انجام شده توسط ها، جواب

ظیم سازي مسئله تنمیدان ارتفاع شبیه، )1999( همکاران

با استفاده  بعدي در یک کانال چرخان راسبی غیرخطی دو

مقایسه نتایج حل  با. دست آمدبه MCRK4از روش 

سازي مسئله تنظیم راسبی عددي عرضه شده براي شبیه

غیرخطی ناپایا با استفاده از روش مک کورمک فشرده 

اي با کوتا چهار مرحلهرونگهزمانی پیمایش مرتبه چهارم با 

ن قادر و و همچنی )1999(همکاران یش و کار هلفر

توانمند بودن این روش در حل گویاي  )1389( همکاران

با توجه به اینکه روش . بعدي است عددي معادلات دو

در  کورمک فشرده مرتبه چهارم داراي دقت بیشتري مک

چنین پخش عددي کمتر سازي زمان و مکان و همگسسته

-هاي عددي پیشمدل توان از این روش برايباشد، میمی

با اثرات  اسیمق انیمهاي مدل ژهیو بههوا  بینی عددي وضع

  .اي شامل گسستگی در میدان شارش استفاده کردجبهه

  

 منابع

و  ،.قادر، س، .ح .، مشکواتی، ا.نژاد، رجوان

، حل عددي شکل 1395، .گیوي، ف احمدي

 عدي و غیردو بپذیر  پایستار معادلات تراکم

ایستایی جو با روش فشرده هیدروستاتیک 

–28، )1(10مجله ژئوفیزیک ایران، : کورمک مک

46. 

، حل 1389، .و فلاحت، س. ع. بیدختی، ع، .قادر، س

بعدي  عددي مسئله تنظیم راسبی غیرخطی ناپایاي دو

کورمک مرتبه  با استفاده از روش فشرده مک

-151، )3( 36 مجله فیزیک زمین و فضا،: چهارم

173. 

، حل 1390، .و فلاحت، س. ع. بیدختی، ع، .قادر، س

بعدي و  پذیر دوعددي شکل پایستار معادلات تراکم

هیدروستاتیک جو با استفاده از روش  غیر

مجله فیزیک زمین و فضا، : کورمک مرتبه دوم مک

37 )2( ،171-191.  

 و .مزرعه فراهانی، م، .، قادر، س.میرزایی شیري، ر

معادلات آب  ل عدديح ،1396، .ع. بیدخی، ع

: کورمک فشرده مرتبه چهارم مک با روش عمق کم

  .228-209، )1( 43مجله فیزیک زمین و فضا، 
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Summary 
By increasing the computing power of computers, the advantage of high-resolution numerical methods for 
numerical simulation of the governing equations of fluid flow is further emphasized. Recently, increasing the 
accuracy of numerical methods used for simulation of fluid dynamics problems, particularly the geophysical fluid 
dynamics problems (e.g., shallow water equations) has been the subject of many research works.  

The compact finite difference schemes can provide a simple way to reach the main objectives in the 
development of numerical algorithms, i.e., having a low cost on the one hand and a highly accurate 
computational method on the other hand. These methods have also been used for numerical simulation of some 
geophysical fluid dynamics problems.  

However, by splitting the derivative operator of a l compact centra method into one-sided forward and 
backward operators, a family of compact MacCormack-type schemes can be derived (Hixon and Turkel, 2000). 
While these classes of compact methods are as accurate as the original compact central methods used to derive 
the one-sided forward and backward operators, they need less computational work per grid point. 

The present work is devoted to the assessment of the accuracy of different methods. The one-dimensional 
advection equation with the known analytical solution is employed as a prototype model. Also, the truncation 
error of the traditional second-order MacCormack scheme, the standard fourth-order compact Mac-Cormack 
scheme, and a fourth-order compact MacCormack scheme with a four-stage Runge–Kutta time marching method 
are studied. Furthermore, to be able to examine the accuracy, the Lax–Wendroff, the leap-frog and the Beam–
Warming methods combined with the second-order and fourth-order compact finite difference methods for 
spatial differencing are also used. In addition, the convergence rates of different methods are studied. It can be 
seen that the convergence rates are in agreement with the theoretical order of convergence. 

In this work, the traditional second-order MacCormack scheme (MC2), the standard fourth-order compact 
Mac-Cormack scheme (MC4) developed by Hixon and Turkel (2000) and a fourth-order compact MacCormack 
scheme with a four-stage Runge–Kutta time marching method (MCRK4) are used for numerical solution of the 
unsteady and non-linear Rossby adjustment problem (one- and two-dimensional cases). In the one-dimensional 
case, a single layer shallow water model is used to study the unsteady and nonlinear Rossby adjustment problem. 
The conservative form of the two-dimensional shallow water equations is used to study the unsteady and 
nonlinear Rossby adjustment problem in the two-dimensional case. For both cases, the time evolution of a fluid 
layer initially at rest with a discontinuity in height filed is considered for numerical simulations. 
 
Keywords: compact MacCormack scheme, numerical accuracy, truncation error 
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