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  چکیده

تر است  بینی عددي پررنگ یابی در پیش هاي درون روش کاربرد. هاي هواشناسی استیابی یکی از ابزارهاي ضروري براي پژوهش درون

یکی از مشکلات عمده در اختصاص یک . لاگرانژي است هاي لاگرانژي و نیمهاي که از ارکان اصلی حل معادلات با روش گونه به

یابی در بازه بین دو نقطه، بیشینه  اي، هنگام درون معمولاً در یک چندجمله. یابی، نایکنوایی است اي به تابع مورد نظر براي درون چندجمله

یابی شده  شود که مقدار درون تولید بیشینه و کمینه نسبی در این بازه، سبب می. شود، مگر آنکه تابع یکنوا باشد و کمینه نسبی ایجاد می

دلیل، پژوهشگران  ینهم به. شود ها قرار گیرد که این عامل، باعث بروز خطاي فاحش در محاسبات عددي می در خارج از بازه داده

اي هرمیت  اند که عمده آنها براي چندجملهیابی کرده هاي مورد درون هاي نسبی در بازه هاي زیادي را براي حذف بیشینه و کمینه تلاش

  . است  درجه سوم انجام شده

یابی نیز تغییر  شتق، مقدار خطاي درونبا تغییر م. گیرد یابی، با استفاده از تغییر مشتق در نقاط اصلی صورت می یکنوا کردن تابع درون

  .کند؛ بنابراین ایده اصلی براي کم کردن خطا این است که براي نیل به یکنوایی، مشتق کمترین تغییر ممکن را داشته باشدمی

وي مشتق، شود و با اعمال کمترین تغییرات ریابی یکنوا استفاده می اي درجه سوم هرمیت براي درون در این پژوهش، از چندجمله

بهبود عملکرد . شودیابی یکنوا مقایسه می هاي درون سپس نتایج با سایر روش. یابدمیزان خطاي یکنواسازي به حداقل ممکن کاهش می

  .یابی، از نتایج این پژوهش است با حفظ خمیدگی در بازه مورد درون

  

  اي هرمیت، تبدیل مختصات یابی، یکنوا، چندجمله درون: هاي کلیديواژه
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  مقدمه     1

 از پرکاربردترین اي،قطعههاي درجه سوم  اي چندجمله

از . روند شمار می به یاب درونها بین توابع  اي جمله چند

توان به هاي درجه سوم می اي ترین چندجملهمهم

هاي هرمیت و اسپلاین اشاره کرد که در  اي چندجمله

از . ارندهاي علوم از جمله هواشناسی کاربرد د تمامی زمینه

ها از  انتقال داده ،جمله کاربردهاي مهم آنها در هواشناسی

  . استیک دستگاه مختصات به دستگاه مختصات دیگر 

حفظ یکنوایی  ،ها ی دادهیاب درونترین چالش در مهم

معناي وجود  یکنوایی به. است ی شده یاب درونهاي  در داده

وقتی که  .ستهادر فاصله بین داده بیشینهنداشتن کمینه و 

ی وجود یاب درونهاي مورد  کمینه و بیشینه بین داده نقاط

هاي افزایشی  ی حاصل از دادهیاب دروننداشته باشد، 

  .است) کاهشی(فقط افزایشی  ،)کاهشی(

تبدیل دستگاه مختصات در طورکه گفته شد،  همان

استفاده از هاي نمونهترین یکی از مهم ،هواشناسی

وخیز  با توجه به افت .است بیا درونهاي  اي چندجمله

هاي شدید در  هاي هواشناسی و وجود شیب شدید در داده

هاي اضافی و مراکز بیشینه و  همواره نوسان ،ها این داده

در یک . افتد اتفاق می یاب توابع درونکمینه محلی در 

هاي زیادي کمیت ،بعديتبدیل دستگاه مختصات سه

یکنوا  شده تفادهچنانچه روش اس. شوندمیی یاب درون

دست آمده در دستگاه مختصات  نتیجه نهایی به ،نباشد

 یو موجب رفتارهایخواهد بود جدید با خطاي زیاد همراه 

توان به برخورد نمونه میطور  بهاشتباه خواهد شد که 

مهم هاي نمونهاز دیگر  .سطوح مختصه با هم اشاره کرد

ی، استفاده در هواشناس یاب درونهاي  اي کاربرد چندجمله

استفاده از . لاگرانژي استهاي نیمهاز آنها در الگوریتم

منجر به تولید مقادیر  ،هاي درجه سوم معمول اي چندجمله

. شود می متغیر مورد نظرمنفی در مناطق با گرادیان شدید 

لازم است از  ،براي جلوگیري از ایجاد مقادیر منفی

  .ودیکنوا استفاده ش یاب درونهاي  اي چندجمله

ی یکنوا با یاب درونهاي زیادي در حوزه  پژوهش

اولین . است هاي مختلف انجام شده  اي جمله چند

براي ساخت  1876ها مربوط به چبیشف در سال  پژوهش

). 1989، چلکوویوبیتسون و (کننده موتور بخار است تنظیم

ی یاب دروندر حوزه  هاپژوهشثیرگذارترین أترین و تمهم

است که شرایط ) 1980(فریچ و کارلسون  یکنوا مربوط به

 یاب دروناي  براي یکنوا شدن چندجمله را لازم و کافی

و نشان دادند چگونه با تغییر مقدار مشتق کردند استخراج 

شرایط لازم و کافی براي یکنوا شدن  ،هاي اولیه روي داده

تر را  روشی ساده ،)1984(فریچ و بوتلند . دآیدست می به

. توسعه دادند) 1980(فریچ و کارلسون  روشنسبت به 

و  PCHIPهاي نام بهاي به زبان فرترن ي رایانههابرنامه

PCHIM  در یاد شده براي روشNetlib 

)www.netlib.org( - افزارها،  اي از نرمکه مجموعه

. ستا  ارائه شده -هاي ریاضی است دادهمقالات و پایگاه

هاي مورد  گزینه فرترن، از برنامهاین دو  ،در حال حاضر

افزار متلب  در نرم و ی یکنوا هستندیاب دروناعتماد براي 

)MATLAB(  عنوان با نیز تابعیpchip  ی یاب درونبراي

 ایجاد شده، Netlib هاي موجود دربرنامهاساس  یکنوا بر

  .است 

اساس  بر ی یکنواي دیگري نیزیاب درونهاي  الگوریتم

اند  پیشنهاد شده) 1980(روش فریچ و کارلسون 

روش دیگري غیر از تغییر دادن  .)1988، 1987، ینتینتکس(

است که از نقاط اضافی بین  پیشنهاد شده نیز مقادیر مشتق 

وجود نقاط اضافی  ،روشدر این . کند ها استفاده می داده

 شودمیتنظیم شیب و خمیدگی منحنی  ها سبب بین داده

  ).1993پروس،  و 1988، یکستنتین(

شود  ی سبب مییاب درونهاي مورد  تغییر مشتق در داده

نهایت خمَ  بی کلی، طور به. کندخمیدگی بین دو نقطه تغییر 

یکنوایی متصور گذرنده از دو نقطه داده مجاور با خاصیت 

این است ) 1980(از معایب روش فریچ و کارلسون . است

کاهش  بسیاردو نقطه را  از گذرندهکه خمیدگی خَم 
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 یاب دروناي  دقت چندجملهبر تواند  این امر می. دهد می

با ) 2002و  1999(ولبرگ و آلفی  .اثر منفی بگذارد

استفاده از مقادیر مجاز مشتق براي یکنوایی و با استفاده از 

اي درجه  ضرایب چندجمله ،شرط کمینه انرژي خمیدگی

دست  وارتري را بهسوم را محاسبه کردند و خمَ هم

انتگرال خمیدگی  ،انرژي خمیدگیتعریف،  به بنا .آوردند

  .در بازه میان دو نقطه استمنحنی 

از  اند،توسعه داده شدهکه اخیراً ی یاب درونهاي  روش

توابع گویاي درجه سوم با ضرایب مجهول استفاده 

کننده یکنوایی تعیین ،کنند و مقدار این ضرایب می

هاي زیادي براي تعیین  معیار. است ی یاب درونهاي  داده

. است  هاي گویا پیشنهاد شده اي بهینه ضرایب چندجمله

ی به مقدار ضرایب و روش یاب درونوابستگی بیش از حد 

ها  از معایب این روش ،تجربی در محاسبه ضرایب نیمه

؛ 2014؛ کریم و کونگ، 2011، همکارانسرفراز و (است 

  ). 2012ابراهیم و همکاران،  و 2016پنگ، وون کریم و 

در بخش دوم مقاله، مبانی نظري یکنوایی در 

هاي درجه سوم هرمیت معرفی و شرایط یکنوایی  اي چندجمله

با توجه به شرایط لازم و کافی براي . شود بررسی می

یابی یکنوا  شوند و درونها تغییر داده می یکنوایی، مشتق

اربرد روش بخش سوم، اختصاص به ک .آید دست می به

هاي هاي ساختگی و نیز دادهیابی داده معرفی شده براي درون

بینی جهانیسامانه پیش  موسوم بهGFS  از روي سطوح قائم

  .فشاري به سطوح قائم سیگما و دماي پتانسیلی دارد

هدف از انجام پژوهش حاضر، توسعه روشی براي 

ي یابی یکنواست با این شرط که حداقل تغییرات رو درون

روش معرفی شده در این پژوهش براي . ها اجرا شود مشتق

  .هاي هواشناسی در آینده استفاده خواهد شد یابی داده درون

  

  مبانی نظري    2

i/با تعریف  i id    1و /i i id  یاب  اي درون ، چندجمله

  ):1980، فریچ و کارلسون(شود  صورت زیر تعریف می هرمیت به
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) 1(اي  دلیل اینکه چندجمله. است  مشتق آن در نقاط داده

، این شودمیاي هرمیت درجه سوم نامیده  نام چندجمله به

 توابع پایهاساس  توان بر اي را می هاست که این چندجمل

صورت زیر بازنویسی  هب H3و  H0، H1 ،H2مکعبی هرمیت 
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صورت زیر در بازه  به H3و  H0، H1 ،H2 توابع پایهکه 

0 1u  شوند تعریف می:  
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  لازم است شرط ،ییاب درونبراي یکنوا شدن 
  

)4                            (1sgn( ) sgn( ) sgn( ),i i id d     
  

. نماد تابع علامت است sgn برقرار باشد که در آن

 لازمبراي یکنوایی  ،شدباصفر ) Δi(هرگاه شیب  اینبنابر

  :کهاست 
  

)5                                                         (1 0.i id d    
  

درجه سوم  یاب درونهاي اول و دوم تابع مشتق

  :شوندتعریف میصورت زیر   هرمیت به
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 هايحالت ،اي با استفاده از مشتق اول و دوم چندجمله

  :شود گیري می زیر نتیجه

2: حالت اول 0i i   . در این حالت، ( )P x 

) از درجه دوم و )P x چون مشتق خطی . خطی است

 ،برقرار باشد) 4( است، بنابراین یکنوا است و چنانچه شرط

)اي  چندجمله )P x ؛شد  نیز یکنوا خواهد  

2: حالت دوم 0i i    .در این حالت، ( )P x 

مثبت،  Δiبه ازاي اي درجه دوم است که  یک چندجمله

 کاويمنفی،  Δiو به ازاي آن به سمت پایین ) تقعر(کاوي 

]1ترتیب، در بازه  این به. است بالابه سمت  آن , ]i ix x   به

) مثبت، Δiازاي  )P x  مثبت و به ازايΔi  ،منفی( )P x 

)در نتیجۀ عدم تغییر علامت . نفی خواهد بودم )P x، 

یکنوا ) 1(اي  جمله چند ،دبرقرار باش) 4(چنانچه شرط 

  ؛)1مثلث پررنگ در شکل (شد   خواهد

2: حالت سوم 0i i    . ،در این حالت( )P x 

مثبت،  Δiاي درجه دوم است که به ازاي  یک چندجمله

منفی، کاوي آن به سمت  Δiکاوي آن به سمت بالا و به ازاي 

)است  پس ممکن. پایین است )P x  محورx  را قطع کند و

)در این حالت، . تغییر علامت دهد )P x  یک نقطه کمینه در

بازه  1,i ix x   ،دارد که با مساوي صفر قرار دادن مشتق آن

( )P xآید دست می ، مکان هندسی نقطه کمینه چنین به:  
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براي ) 1980(نواحی یکنوا در روش فریچ و کارلسون . 1شکل 

3i .اي هرمیت درجۀ سوم چندجمله i i i      ناحیه محدود به ،

2بیضی و محورهاي مختصات؛  3 0i i   حیه محدود به خط ، نا

2قرمز و محورهاي مختصات؛  3 0i i    ناحیه محدود به خط آبی ،

2و محورهاي مختصات و  0i i    ناحیه محدود به خط ضخیم ،

  ).2013دوپریز و مار، (سیاه و محورهاي مختصات است 

  

ه در خارج از باز x*چنانچه  1,i ix x   ،قرار گیرد

تر کوچک xiاز  *x براي اینکه. شود یکنوایی مشتق تضمین می

منفی شود ) 8(شود، لازم است جمله دوم سمت راست رابطه 

  :این جمله در صورتی منفی است که). 1شکل (
  

)9 (                                         2 3 0.i i     
  

که جمله مخرج در حالت سوم   زیرا فرض شده ؛باشد

لازم  ،شود xi+1 تر ازبزرگ *xبراي اینکه . است مثبت

  :شرط زیر برقرار باشد است
  

)10    (                          
2 3 3( 2)

2 3 0.

i i i i

i i

   

 

    

   
  

  

در بازه  *xاگر  1,i ix x  قرار بگیرد، ( )P x  کمینه

شرط یکنوایی را از  ،برخورد کند xو چنانچه با محور  دارد

براي یکنوایی لازم است  بنابراین، ؛دست خواهد داد

( )P x  در بازه 1,i ix x  با توجه به . ریشه نداشته باشد

)اینکه  )P x  نداشتن شرط  ،دوم استیک عبارت درجه

در بازه ریشه  1,i ix x  ، این است که دلتاي معادله درجه

  :تر از صفر شودکوچک) B2 – 4AC(دوم 
  

i

i
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)11  (                    
2

2 2

4 0

( 6) ( 3) 0.i i i i

B AC

   

  

    
  

  

3iمعادله بالا، معادله یک بیضی است که در نقاط   

3iو   هاي مختصات  با محورα  وβ با . کند برخورد می

اي درجه سوم  توجه به مطالب فوق، شرط یکنوایی چندجمله

  :آید دست می صورت زیر به هرمیت به

2اگر ) الف 0i i    تابع  ،شود( )iP x  در

  ؛رار شودبرق) 4(صورتی یکنوا است که شرط 

2اگر ) ب 0i i     شود، تابع( )iP x  در صورتی

  :هاي زیر برقرار شود و یکی از شرط) 4(یکنوا است که شرط 
  

)12       (                   
2 2

2 3 0,

2 3 0,

( 6) ( 3) 0.

i i

i i

i i i i

 

 

   

  

  

    

  

  

ناحیه محاط  ،)ب(با توجه به شرط ) M(ناحیه یکنوایی 

  .است ) 1(در شکل  و محورهاي مختصات ضیبیبه 

)اي  چندجملهکردن براي یکنوا  )iP x ، لازم است

یکنوایی  در ناحیه βiو  αiکه  کننداي تغییر  گونهها به مشتق

)M( ذکر است که ناحیه  شایان. قرار بگیرندαi<0  وβi<0 

ترین زیرا ناقض مهم ؛کند شرط یکنوایی را برآورده نمی

)شرط براي یکنوایی تابع  )iP x است) 4(، یعنی شرط.  

 βiو  αiدادن  هاي مختلفی براي تغییر مشتق و قرار روش

رسیدن به روش  نجادر ای که وجود داردیکنوایی در ناحیه 

 ،مشتقمقادیر تغییر روي یکنوایی با انجام دادن کمترین 

بر  علاوهکه این کار  رودانتظار می .شودمعرفی می

تري نسبت به  دقت مطلوبدستیابی به  منجر به ،یکنوایی

   :شودها  سایر روش

این حالت ناقض شرط باشد،  βi<0 و αi>0اگر ) الف

به نقطه  M ناحیهنقطه از ترین نزدیک بنابراین. است) 4(

)αi , βi (شود صورت زیر انتخاب می  به:  

   ؛ di + 1 = 0و  di = 3Δi ،باشد αi>3 چنانچه) 1-الف

  . di + 1 = 0 و di = αi Δiباشد،   αi<3چنانچه ) 2- الف

شود مشتقات تغییریافته روي  دو شرط فوق سبب می

  .قرار گیرند )αi روي محور مختصات( βi = 0خط 

هر دو  ،باشد، در این حالت βi<0و  αi<0اگر ) ب

  . di = di+1 = 0 :گیریمرا صفر در نظر می مقدار مشتق

مانند حالت الف باشد،  βi>0و  αi<0اگر ) ج

  :کنیم صورت زیر عمل می    به

   ؛di = 0 و di+1 = 3iΔi ،باشد βi>3چنانچه ) 1-ج

  . di = 0 و di+1 = βiΔi ،باشد βi<3چنانچه ) 2-ج

تواند شامل  این حالت میباشد،  βi>0و  αi>0اگر ) د

ده از شرط زیر با استفا. دباشو خارج از آن  Mناحیه 

هست  Mدر ناحیه ) αi , βi( توان تشخیص داد آیا نقطه می

  :)2002ولبرگ و آلفی، ( یا نه
  

)13 (        
 

2 2

2

2

( 6) ( 3) 0

( ) 6( ) 9 0 .

( ) 3

3

i i i i

i i i i i i

i i i i

i i i i

   

     

   

   

    

     

  

  

  

  

3iاگر  ،نتیجه در i i i      نقطه در  ،شود

3iو چنانچه است  M ناحیه i i i      شود، 

 ،در این پژوهش. دارد  قرار M ناحیهنقطه خارج از 

از خط واصل  ،باشد M که نقطه خارج از ناحیه صورتی در

)بین نقطه  , )i i  براي آوردن نقطه روي ناحیه  أو مبد

  :شود استفاده می یرصورت ز  بیضی به
  

)14   (                                  .i
i i

i

h h


 


    

  

 أو مبد βiو  αiمعادله خط واصل نقطه  ،که رابطه فوق

را در معادله بیضی ناحیه ) 13(رابطه حال . مختصات است

M دهیم قرار می:  
  

)15(                     
2 2

2 2

( 6) ( 3) 0

(1 ) (6 6 ) 9 0

i i i i

i i

h h

h h h

   

 

    

     
  

  

  :آید دست می به αiبا حل معادله درجه دوم بالا، دو مقدار براي 
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)16   (                                 
2

3(1 )
,

1
i

h h

h h


 


 
  

  

براي اینکه میزان تغییرات در مشتق به کمترین مقدار برسد، 

 M کنیم تا در مرز خارجی ناحیه تر را انتخاب میریشه بزرگ

  :طور خلاصه عبارتست از به) د(بنابراین شرط  .قرار بگیرد

αi>0، 0iاگر ) د   3وi i i i      

  شود کهباشد، یکنوایی در صورتی ایجاد می
  

)17 (         2 2

3(1 ) 3(1 )
max( , )

1 1

,

i

i i

h h h h

h h h h

h



 

   


   



  

  

شرایط الف، ب و ج را سایر پژوهشگران استفاده 

در این ) د(ولی شرط ) رجوع کنید به مقدمه(اند کرده

این شرط موجب . مقاله معرفی و استفاده شده است

یاب در بیشینه مقدارش براي  رونشود خمیدگی تابع د می

 ،شنهاديیروش پاین با استفاده از  .یکنوایی قرار گیرد

را اعمال کرد  مشتقمقادیر در  تغییر کمترینتوان  می

در بخش  .یابی نیز کاسته نشود اي که از دقت درون گونه به

هاي عددي استاندارد براي آزمایش  آزمایشاز بعدي 

  . شد استفاده خواهدپیشنهادي روش 

  

  

  
  )الف(

       
  )ج(                                                                                       )         ب(

  ).خط قرمز) (1980(و روش فریچ و کارلسون ) خط سیاه(هاي آزمایش اول با روش شرح داده شده در این مقاله  یابی داده درون .2شکل 
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  و نتایج بحث    3

   یابی درون روش ارزیابی    1- 3

هاي یکنوا بحث  مبانی نظري روشدرباره  ،در بخش قبل

مشتق براي مقادیر با حداقل تغییرات روي  یو روش شد

اساس روش  بر. شددرونیابی پیشنهاد  سازيیکنوا

 ،هایی که خارج از ناحیه یکنوا قرار دارند مشتق ،پیشنهادي

مرزهاي ناحیه یکنوا قرار  روي ،ترین مسیراز نزدیک

 ،ها روي مرزهاي ناحیه یکنوا قرار گرفتن مشتق. گیرند می

به کمترین مقدار  مقادیر مشتق، شود که تغییرسبب می

در ابتدا از براي بررسی کارکرد روش پیشنهادي،  .برسد

هاي پیشنهادي ولبرگ و آلفی  دادهنتایج اجراي آن روي 

صورت  ها به این داده مختصات. شودمیاستفاده ) 2002(

هاي آزمایش ها را دادهاست و از این پس، این دادهزیر 

  :نامیماول می

  

y  x  y  x  y  x 
20  0.6313  35  0.3484  4  0.0196  
19  0.6522  36  0.3795  4.5  0.1090  
18  0.6979  38  0.4289  14  0.1297  
5 0.7095  39  0.4603  16  0.2340  
4 0.8318  40  0.4952  24  0.2526  
3 0.8381  30  0.5417  30  0.3003  

  23  0.6210  28  0.3246  

  

و ) خط سیاه(هاي پیشنهادي ، طرحواره2در شکل 

PCHIP )یاب فریچ و  طرحواره درون - ) خط قرمز

یابی  که تبدیل به استانداردي براي درون) 1980(کارلسون 

. هاي آزمایش اول اجرا شده استروي داده - شده است 

ها تغییرات شدیدي دارند  د این دادهدهاین شکل نشان می

یابی اجرا شده با طرحواره پیشنهادي آنها، خاصیت  اما درون

. ها ایجاد نکرده است یکنوایی دارد و نوسان اضافی بین داده

تفاوت . نیز صادق است PCHIPهمین عملکرد براي برنامه 

ج نشان داده  - 2ب و  - 2هاي بین دو طرحواره در شکل

یابی با  شود که درونها، دیده میاین شکلدر . است شده 

بر حفظ یکنوایی،  روش طرحواره پیشنهادي، علاوه

. ها سبب شده است خمیدگی بیشتري را نیز در بازه بین داده

تر براي تواند به خطاي کوچک وجود خمیدگی بیشتر می

 بخش در ارتباط بین خمیدگی و خطا(یابی منجر شود  درون

ج که  - 4در شکل  ).شودمی هداد توضیح خطا تحلیل

اجرا شده است، ) 2002(یابی با روش ولبرگ و آلفی  درون

با استفاده ) 2002(ولبرگ و آلفی . شوداین حالت دیده می

اساس  را بر βiو  αiاز روش اسپلاین یکنوا، مقادیر 

سازي خمیدگی بین دو نقطه محاسبه کردند و بنابراین  کمینه

این . ی بیشتري حفظ شده استها خمیدگ در بعضی از بازه

توان از مقایسه عملکرد طرحواره بوتلند و فریچ  حالت را می

) 2002(و طرحواره ولبرگ و آلفی ) ب -4شکل ) (1984(

ج  -4ب و  - 4هاي مقایسه شکل. دریافت) ج - 4شکل (

یابی، خمَی که کمینه  دهد براي یکنوا شدن درون نشان می

ی بیشتري نسبت به ، خمیدگ)ج - 4شکل (خمیدگی دارد 

ها داخل ناحیه یکنوا قرار  ب دارد که در آن، مشتق - 4شکل 

ب و  - 4هاي کار رفته براي شکل به  βiو  αiمقادیر . اند گرفته

ه نشان داده شده است و  -4د و  - 4هاي ج در شکل -4

حاصل از طرحواره پیشنهادي در  βiو  αiتوانند با مقادیر  می

حفظ کمینه خمیدگی . سه شوندمقای) 3شکل (این مقاله 

درون ناحیه یکنوا شده است و  βiو  αiمنجر به پخش مقادیر 

در نزدیکی مرزهاي ناحیه  ،βiو  αiحتی تعدادي از مقادیر 

در روش  βiو  αiکه مقادیر  اند، درحالی یکنوا قرار گرفته

در قسمت درونی ناحیه یکنوا قرار ) 1984(بوتلند و فریچ 

و قرار دادن   کردن تمامی مقادیر مشتق محدود. اند گرفته

آنها درون ناحیه یکنوا، موجب از دست رفتن بخش زیادي 

 PCHIPو ) 1984(از خمیدگی در طرحواره بوتلند و فریچ 

براي روش پیشنهادي در این  βiو  αiمقادیر . است شده 

در  βiو  αiمقادیر . نشان داده شده است 3مقاله، در شکل 

شکل ) (2002(مقادیر ولبرگ و آلفی  این پژوهش، مانند

در نواحی نزدیک به مرزهاي ناحیه یکنوا متمرکز ) د -4

اند  اي محدود شده گونه ها به در این حالت، مشتق. شده است

یابی شده  که اجازه وجود اندکی خمیدگی را در بازه درون

  .دهد می
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  .ن مقالهبراي روش پیشنهادي در ای 2در شکل  βi و αi مقادیر. 3شکل 

 
 :شد جراازیر هاي  داده آزمایش دوم روي

 
y  x  y  x  y  x 

19  9  13  4.5  0  0  
23  10  14  6  1  1  

24.1 11  15.5  7  6  3  
   18  7.3  8  4  

 
هم شاهد  و باز استکمابیش مشابه حالت قبل  ،نتایج

خط (این مقاله پیشنهادي بیشتر براي نتایج روش  خمیدگی

خط قرمز ( PCHIPوش نسبت به ر) الف -5 سیاه در شکل

هاي  در قسمتنیز  βiو  αiمقادیر . هستیم) الف -5در شکل 

تا حدودي که  اند نزدیک به مرز ناحیه یکنوا قرار گرفته

 .است )2002(ولبرگ و آلفی  روششبیه 

 :هاي زیر اجرا شد کمک داده در آزمایش سوم، ارزیابی به

 
y  x  y  x 

10.5  9  10  0  
15  11  10  2  
50  12  10  3  
60  14  10  5  
85 15 10 8 

 
  :هاي زیر استفاده شدو در آزمایش چهارم از داده

 
y  x  y  x  y  x 

0.9986  12  0.1691  8.17  0  7.99  
0.999919  15  0.4694  9.2  2.7642E-5  8.09  
0.999994  20  0.9437  10  4.3749E-5  8.19  

 

 
  )الف(

 
  )ب(

 
  )ج(

 
  )د(

 
  )ه(

) ب(روش اسپلاین، ) الف. (ش اولهاي آزماییابی داده درون .4شکل 

ولبرگ و آلفی، (روش اسپلاین یکنوا ) ج(، )1984(روش فریچ و بارتون 

ولبرگ و آلفی، (براي روش اسپلاین یکنوا  βi و αiمقادیر ) د(، )2002

 ).1984(براي روش فریچ و بوتلند  βiو  αiمقادیر ) ه(، )2002

i

i
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الف نشان  -7الف و  -6هاي  در شکلها این آزمایشنتایج 

ب و  -6هاي  نیز در شکل βiو  αiمقادیر . است داده شده

در  :باز هم مشابه قبل است ،نتیجه. ستا شده رسمب  -7

در بازه  خمیدگی ،روش معرفی شده در این مقاله

  .است  بیشتري حفظ شده شده به میزانی یاب درون

  

  

  

     
  )ب(                                                                           )            الف(

     
  )د(                                                                           )            ج(

     
  )و(                                                                           )            ه(

براي دو روش  βi و αi مقادیر) ب(، )خط قرمز(و روش فریچ و کارلسون ) خط سیاه(روش پیشنهادي این مقاله ) الف. (هاي آزمایش دوم یابی داده درون .5شکل 

براي  βiو  αiقادیر م) و(، )1984(روش فریچ و بوتلند ) ه(، )2002(براي روش ولبرگ و آلفی  βiو  αiمقادیر ) د(، )2002(روش ولبرگ و آلفی ) ج(شکل الف، 

  ).1984(روش فریچ و بوتلند 

    

i

i
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  )الف(

  
  )ب(

روش فریچ و کارلسون ) الف. (هاي آزمایش سوم یابی داده درون. 6شکل 

) ب(، )خط سیاه(و روش پیشنهادي در این مقاله ) خط قرمز) (1980(

  .براي روش پیشنهادي βiو  αiمقادیر 

  

لاف فاحشی با نتیجه آزمایش سوم اخت، x=14در نقطۀ 

دارد که دلیل آن، حفظ بیشینه خمیدگی  PCHIPنتیجۀ روش 

یکنوایی وجود دارد،  x=14هرچند در نقطه . بین نقاط است

این . حول این نقطه کوچک استy تغییرات افزایشی مقادیر 

باید اندکی کمتر  x=12دهد که مشتق در نقطه  عامل نشان می

بد تا حاشیه امنیت اندکی افزایش یا x=14شود و در نقطه 

توان گفت حفظ بیشینه  بنابراین می. براي یکنوایی برقرار شود

تواند  خمیدگی ممکن است سبب افزایش دقت شود اما می

یکنوایی ضعیفی را ایجاد کند و به افزایش مقادیر کوچک 

در  βiو  αiمقادیر . هاي افزایشی منجر شود تابع در شیب

  احیه یکنوایی قرار گرفتهآزمایش سوم، در نزدیکی مرزهاي ن

دهنده ضعف حفظ بیشترین خمیدگی در این  است که نشان

  . آزمایش است

  
  )الف(

  
  )ب(

  .هاي آزمایش چهارم ، براي داده6مانند شکل  .7شکل 

  

خمیدگی نتیجه  بیشینهحفظ  چهارم، در آزمایش

 ،یک از نقاط در هیچکه  طوري بهاست   مطلوبی ایجاد کرده

نیز بیشتر  βiو  αiشود و مقادیر  ف دیده نمییکنوایی ضعی

میزان یکنوایی با . انددر مرکز ناحیه یکنوایی تجمع یافته

 ؛نیز بستگی دارد هادادهخمیدگی به نوع  ترینحفظ بیش

نتیجه  چهارم،و  هاي اولآزمایش هايبراي داده چنانکه

 سوم،و هاي دوم آزمایش هايبراي دادهولی است مطلوب 

 بنابراین. شود از نقاط یکنوایی ضعیف دیده میدر بعضی 

ترین مقدار ممکن خمیدگی بین نقاط نباید در بیش

  . یکنوایی قرار گیرد کنندة حفظ

تغییرات روي مشتق  کمترین پیشنهادي،در روش 

بین نقاط حفظ  خمیدگی بیشترین بنابراین شود؛میاعمال 

وایی یکننابه  ،بیشتر اندکی خمیدگیکه طوري شده است به

بین  خمیدگیتنظیم میزان  ايبر. دشومیمنجر  یابی درون

i

i

i

i
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 ،شوندی استفاده مییاب درونهاي اولیه که براي داده

  :دکرهاي زیر استفاده توان از روش می

 خَم سازيبراي هموار .وخیز مشتق کاهش افت) ه

باید  ،بین نقاط خمیدگیی شده و کاهش یاب درون

 تابع مشتقیشینه و کمینه در نقاط برا خیزهاي مشتق و افت

هاي متنوعی این عمل را می توان با روش .کاهش داد

گیري وزنی با از میانگین ،ولی در این پژوهش انجام داد

نقطه قبلی و بعدي در نقاط بیشینه و کمینه استفاده شده 

 طورتوان بهنه و کمینه را مییوزن مشتق در نقاط بیش. است

تر ضرایب کوچک. دکریم گیري تنظدلخواه در میانگین

معناي هموارسازي  براي مشتق در نقاط بیشینه و کمینه به

   ؛بین نقاط است خمیدگیبیشتر و کاهش 

1 با صفر کردن مشتق براي نقاط) و 0i i  .  روش

صورت خودکار  به ،معرفی شده براي یکنوایی در این مقاله

ممکن است در بعضی از  اماکند شرط را برآورده میاین 

نقاط که مقدار مشتق بسیار کوچک ولی مخالف صفر 

و مقدار بسیار کوچک  ودورده نشآاین شرط بر ،است

  شود؛ منجر به خمیدگی اضافی بین نقاط ،مشتق

 با صفر براي نقاط قرار دادن مشتق غیر) ز

1 0i i  .  1چنانچه 0i i   ،آن به معناي  شود

 i-1و  i+1با مشتق در نقطه  iاست که مشتق در نقطه 

اي مشتق صفر حال اگر در چنین نقطه. علامت است هم

و خمیدگی بیشتر در  iخمیدگی کمتر در نقطه  ،باشد

توان از پس می. وجود خواهد داشت i-1و  i+1نقاط 

براي تقریب مشتق  i-1و  i+1گیري مشتق در نقاط نمیانگی

  .استفاده کرد iدر نقطه 

سه روش منجر به کاهش دلخواه این استفاده از  

توان با حتی می. شودی مییاب درون بازهخمیدگی بین نقاط 

ی شده را به یاب درونتر کردن شرایط فوق، منحنی سخت

با استفاده  ،در این مقاله. نزدیک کرد خط واصل بین نقاط

اي تنظیم شد گونه از سه روش فوق، خمیدگی بین نقاط به

کارگیري  بر خمَ حاصل از به یاب درونکه خمیدگی 

توان دقت روش با این کار می. منطبق شود PCHIPروش 

د و کرمقایسه  PCHIPرا با روش  پیشنهاديی یاب درون

  .انجامدبیبه نتایج بهتري اي را انتخاب کرد که خمیدگی

ممکن خمیدگی  تریند بیش ،هاي الف، ب، جشرط

کنند ولی ها را حفظ میبراي وجود یکنوایی بین داده

ی یاب درونهاي ه، و، ز خمیدگی را در بین نقاط شرط

بررسی شده سه حالت  ،در این پژوهش. دهندکاهش می

  :است

ی هاي الف، ب، ج و د براي بیشینۀ خمیدگشرط) 1

  شده؛ ییاب درونبین نقاط 

هاي ه، و، ز براي کمینۀ خمیدگی بین نقاط شرط) 2

   شده؛ ییاب درون

 .حالت میانگین بین شرایط فوق) 3

براي ارزیابی میزان دقت طرحواره پیشنهادي در این 

براي تحلیل خطا . مقاله، لازم است تحلیل خطا انجام شود

) 1993یونه، و ه 1983هایمن، ( y = exp (-x2)از تابع 

در  (n)یابی  استفاده شده است که نقاط اولیه براي درون

3.6فواصل منظم  / ( 1)x n    7/1, 9/1[در بازه-x[ 

یک است و در  ،y = exp (-x2)بیشینه تابع . اند قرار گرفته

دقت شود که بازه استفاده شده براي . قرار دارد x=0 نقطه

ارن حول نقطۀ بیشینه انتخاب صورت نامتق تحلیل خطا، به

اساس این تابع، وابستگی زیادي  تحلیل خطا بر. شده است

با توجه به اینکه . یابی دارد به تعداد نقاط اولیه براي درون

تابع مذکور، هموار است و گرادیان شدید ندارد، هر قدر 

هاي  یابی کمتر باشد، نوسان تعداد نقاط اولیه براي درون

توان دید و ارزیابی یاب بهتر می درون اضافی را در تابع

نقطه اولیه در   =5nبا  y = exp (-x2)براي مثال، تابع . کرد

چه تعداد نقاط  هر. الف نشان داده شده است -8شکل 

یابی افزایش یابد، تابع حاصل از  اولیه براي درون

نتیجه، اجراي  صورت ذاتی، یکنوا است و در یابی، به درون

. شود ف تا ز، موجب افزایش خطا میخواص یکنوایی ال

نقطه اولیه براي 9ب، تعداد  -8براي مثال، در شکل 
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  )الف(

  
  )ب(

، خط حاصل از )خط سیاه( y = exp (-x2)نمودار تابع . 8شکل 

و نقاط اولیه براي ) چین سیاهخط(اي هرمیت یابی با چندجمله درون

  .نه نقطه) ب(پنج نقطه، ) الف(یابی با  درون

  
با توجه به کاهش بازه . یابی نشان داده شده است درون

یابی با  یابی، یکنوایی ذاتی اتفاق افتاده است و درون درون

کننده مشتق نیز خواص  اي هرمیت بدون محدود چندجمله

بنابراین خاصیت آزمایش مذکور این است . یکنوایی دارد

نقطه، خواص یکنوایی غالب  5که در تعداد نقاط کم مانند 

هاي یکنوا منجر به کاهش خطا  یابی با روش است و درون

ها براي درونیابی زیاد باشد، مثلاً  شود و اگر تعداد نقطهمی

دلیل تغییر دادن  هاي یکنوا به نقطه باشد، روش 9بیشتر از 

هاي معمول مانند  مشتق، خطاي بیشتري را نسبت به روش

تواند  یبنابراین این آزمایش م. کنند اسپلاین ایجاد می

عملکرد روش پیشنهادي را براي توابع با گرادیان شدید و 

  .هموار، ارزیابی کند

 Root)، مقدار ریشه میانگین مربع خطا 1در جدول 

Mean Square Error) 5, 9, 17, 33یابی با  براي درونn= 

نشان ) 1993هیونه، (  =8n, 16, 32, 64و ) 1983هایمن، ( 

دهد براي  نشان می 1دول تحلیل خطاي ج. داده شده است

5n= افتد، مطابق  یابی اتفاق می که نوسان اضافی در درون

هاي الف شرط(نظرگرفتن بیشترین خمیدگی  انتظار، با در

 5/12، میزان خطا نسبت به شرایط کمترین خمیدگی، )تا د

درصد کمتر  PCHIP ،50درصد و نسبت به طرحواره 

گرفت که با  توان نتیجه پس با این آزمایش می. است

توان خطاي  حداکثر خمیدگی مجاز براي یکنوایی، می

نقطه با نتایج  5مقایسه خطا براي . یابی را کاهش داد درون

نشان ) 1993(و هیونه ) 1983(ارائه شده در کار هایمن 

دهد که عملکرد طرحواره پیشنهادي در این مقاله، قابل  می

هاي  اي ملهچندج(هاي پرهزینه محاسباتی  مقایسه با روش

و در ) هاي مرتبه چهارم مرتبه پنج و بالاتر با محدودکننده

نقطه،  5براي بیشتر از . بسیاري از موارد، بهتر از آنهاست

افتد؛ بنابراین طرحواره  یابی اتفاق نمی نوسانی در درون

PCHIP، کند،  که همچنان تغییراتی را در مشتق ایجاد می

براي . نهادي داردخطاي بیشتري نسبت به طرحواره پیش

یابی، میزان خطاي  نقطه اولیه براي درون 64مثال، با 

تر از طرحواره دو مرتبه بزرگ PCHIPطرحواره 

درضمن، با افزایش تعداد . پیشنهادي در این مقاله است

دلیل حذف ذاتی نوسان  یابی، به نقاط اولیه براي درون

یري یاب تأث اضافی، تغییر در میزان خمیدگی منحنی درون

  . یابی ندارد بر کاهش خطاي درون
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  . y = exp (-x2) ریشه میانگین مربع خطا براي تابع .1جدول 

تعداد نقاط 

اولیه براي 

  یابی درون

بیشینه خمیدگی 

شرایط الف، 

  ب، ج، د

کمینه خمیدگی 

شرایط الف، ب، 

  ج، د، ه، و، ز

طرحواره 

PCHIP  

n = 5 2.69×10-2 3.08×10-2 4.24×10-2 
n = 8 1.36×10-2 1.36×10-2  1.37×10-2  

n = 9 3.92×10-3  3.92×10-3  8.15×10-3  

n = 16 1.78×10-4  1.78×10-4  1.36×10-3  

n = 17 1.31×10-4  1.31×10-4  2.42×10-3  

n = 32 7.20×10-6  7.20×10-6  3.92×10-4  

n = 33 6.30×10-6  6.30×10-6  2.20×10-4  

n = 64 3.94×10-7  3.94×10-7  5.31×10-5  

  

  

یابی یکنوا در تبدیل مختصه  کاربست درون    2- 3

  هاي هواشناسی قائم داده

تبدیل مختصه قائم  ،ی یکنوایاب دروناز کاربردهاي مهم 

 هاي هواشناسی عموماً داده. هاي هواشناسی است براي داده

شوند ولی براي  روي سطوح فشاري تعریف می

روي هاي هواشناسی  لازم است داده ،کاربردهاي خاص

سطوح سیگما، سطوح ترکیبی سیگما و فشار، سطوح 

الحجه و  محب. دماي پتانسیلی و غیره محاسبه شوند

 بسیط را در نمایشمعادلات  ،)2016(همکاران 

با واگرایی  پتانسیلی، ضخامت فشاري وتاوایی )شبه(

 σیا  قائم ترکیبی دماي پتانسیلی و سیگما استفاده از مختصه

- θ براي )2006(وسکی و ویلیامسون در آزمون یابلون ،

براي . کردندحل چرخۀ زندگی یک ناپایداري کژفشار 

هاي واقعی روي این سطوح لازم است داده ،توسعه مدل

مختصه قائم . اجرا شودبا آنها ی و مدل یاب درون ،ترکیبی

صورت زیر  به) 1997کونور و آرکاوا، ( σ - θترکیبی 

  :است

 

)18    (                           F , f g .         

 

) که , )sp p  ، تابع دلخواه یکنوا و افزایشی نسبت به

دو تابع دلخواه هستند که شرایط لازم  g و f .ارتفاع است

صورت زیر خلاصه  این شرایط به. کنند را برآورده می

  :شود می

)19 (         
 
   

 

g 0,

f 0, g 1,

g
g 0. 0

S

T

  

   





 


   

 

 

  

  

در سطح زمین و بام  σمقادیر  σTو  σs ،فوق ابطرودر 

  :که طوري  هستند بهمدل 

  

)20      (                               
const,

.
.

s

T

 


  


 


  

 

براي نیز  fاز پیش تعیین و  ،با شرایط مورد نظر gتابع 

/( ξتضمین یکنوایی  0   (شود ، محاسبه می .

و  minدو کمیت  f براي محاسبه 
min

/   عنوان  به

دو کران پایین براي دماي پتانسیلی و پایداري ایستایی، 

  :شوند می ذاريمعرفی و در معادله زیر جایگ

  

)21    (                   min
min

d f d g
g 0.

d d




  

 
    

  

  

دست  به ξاز معادله فوق، مختصه قائم  f پس از محاسبه

و شکل  gشود که با انتخاب تابع  ملاحظه می. آید می

( , )sp p  ،هاي جدیدي از این مختصه قائم  نسخه

  .آید دست می یافته بهتعمیم

ابتدا براي  ،σ - θعریف مختصه قائم ترکیبی براي ت

 که حاصل میانگین کروي روي  -حالت میانگین جو

از رابطۀ  -سطوح فشاري و میانگین زمانی است 

0 s( ) ( ) ( )p a p b p    در اینجا . شوداستفاده می

s/p p  ،0p  پاسکال و  105فشار مرجع برابر باsp ،

جزئیات بیشتر . فشار سطح زمین براي حالت میانگین است

یابلونوسکی و ) ب(توان در پیوست را می b و aو ضرایب 

براي تعیین حالت میانگین هم از . یافت) 2006(ویلیامسون 

 θ و p با در دست داشتن. همین مرجع استفاده شده است

را  ξ، مقدار )18(توان با استفاده از رابطۀ می ηروي سطوح 
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سپس ) 2جدول (روي سطوح مختصۀ کسري تعیین کرد 

را از سطوح استاندارد  GFSهاي دادهزیر، مراحل  نجامبا ا

  :دکرمنتقل  ξفشاري به سطوح ترکیبی 

 دری یاب درونهاي توپوگرافی و  دریافت داده) الف

 256در  256 با تفکیک افقی شبکه مدل گردش کلی

 نقطه؛

روي توپوگرافی زمین قائم فشار سطح ی یاب درون) ب

  ؛سطح

محاسبه دماي پتانسیلی و سیگما ) ج

   s s t/p p p p     روي سطوح استاندارد فشاري

 ؛GFSمدل 

وي سطوح ر ξ ≡ F(θ,σ) = f (σ) + θg (σ) محاسبه) د

  ؛GFSاستاندارد فشاري مدل 

 سطوح به GFSهاي  ی فشار از سطوح دادهیاب درون )ه

ξ.  

  

 .و ترازهاي فشاري معادل با آن ξ مقادیر .2دول ج

  σ - θ ترازهاي ترکیبی  ترازهاي فشاري

1000.00 
985.12 
956.00 
903.30 
831.02 
744.38 
649.20 
551.84 
469.07 
398.72 
338.92 
288.09 
244.88 
208.15 
176.93 
150.39 
127.84 
108.66 
92.37 
78.51 
61.61 
44.62 
29.84 
18.05 
9.88 
4.90 
2.19  

198.25 
200.33 
204.39 
211.73 
221.86 
234.18 
248.16 
263.28 
277.18 
290.17 
302.47 
314.24 
325.62 
336.71 
347.58 
358.52 
370.48 
384.87 
402.99 
425.69 
468.61 
540.95 
649.11 
799.64 
990.42 

1223.23 
1511.78  

ها در راستاي  هدادبر تبدیل  علاوه ،در این پژوهش

کار رفته به اندازه نیم  بهافقی جایی شبکۀ  جابه دلیل قائم، به

اي نسبت به قطب و نیز استفاه از تفکیک دو فاصلۀ شبکه

النهاري نسبت به راستاي مداري  برابر در راستاي نصف

، لازم بود که در راستاي )2007الحجه و دریچل،  محب(

نقطه در راستاي مداري  256در  256نیز روي شبکه افقی 

بنابراین در ابتدا، . یابی انجام شود درون ،اريالنه و نصف

 شدهمیزان دقت در انتقال داده روي شبکه افقی ارزیابی 

روز  00هاي ساعت درباره نمونۀ داده براي این کار،. است

نقطه  360فشار تراز دریا یک بار از شبکه ، 2017فوریه  14

ي رلنهاا نقطه در راستاي نصف 181در راستاي مداري و 

النهاري تبدیل  نقطه نصف 256نقطه مداري و  256بکه به ش

نقطه در راستاي مداري و  360سپس دوباره به شبکه  شد

ي برگردانده و میزان خطا رالنها نقطه در راستاي نصف 181

محاسبه  ،آمده از میدان اولیه دست با کسر میدان نهایی به

  . شده است

دست  به پاسکال 63/1، میزان خطا PCHIPبا استفاده از 

پاسکال، خطاي نسبی  105آمد که با توجه به مقدار میانگین 

با استفاده از روش . دست آمده است به% 00163/0در حدود 

پیشنهادي در این مقاله، با بیشترین کاهش در خمیدگی، 

آید که حکایت از دست می به% 00149/0خطاي نسبی 

 - با افزایش اندك خمیدگی . کاهش خطا دارد% 5/8حدود 

با نقطه قبل و  گیري مشتقدر میانگین iافزایش وزن نقطه 

- پاسکال هم کاهش می 45/1خطاي محاسبه شده تا  - بعد 

شایان ذکر است که در اینجا مشتق مرتبۀ سوم محاسبه . یابد

شده است و چنانچه مشتق از مرتبۀ چهار در نظر گرفته شود، 

بینیم با تنظیم پس می. خواهد شد 42/1و  46/1ترتیب  خطا به

یابی  توان خطاي درون خمیدگی و افزایش مرتبۀ مشتق، می

  . درصد کاهش داد 15را تا حدود 

روش بعدي در آزمون روش پیشنهاد شده، انتقال 

و سطوح سیگما  256در  256به شبکه افقی  GFSهاي داده

. و دماي پتانسیلی و محاسبه فشار سطوح قائم مدل است
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حساسیت زیادي به میزان  ،محاسبه فشار سطوح قائم مدل

چنانچه . ی داردیاب درونبراي شده یکنوایی روش استفاده 

سطوح قائم مدل یکدیگر  ،یکنوا نباشدشده روش استفاده 

کنند که حاکی از رخداد خطا در روش  را قطع می

با استفاده از فشار سطوح قائم  بنابراین. ی استیاب درون

را ارزیابی  یاب درونتوان میزان عملکرد روش  می ،مدل

ارزیابی صحیح، از اختلاف فشار لایه بالایی با  براي. کرد

چنانچه کمیت اختلاف فشار  .لایه پایینی استفاده شده است

دهنده برخورد سطوح قائم مدل با  نشان ،منفی شود

 . یکدیگر است

فشار سطوح قائم ترکیبی  اختلاف میزان ،3 جدول در

 ،در ستون اول. آورده شده است) یه بالایی با لایه پایینیلا(

هاي الف، ب، ج، د، ه، و، ز استفاده شده از تمامی شرط

ی وجود یاب درونکمینۀ خمیدگی بین نقاط  پس. است

در . شده است PCHIPی شبیه به روش یاب درونداشته و 

د استفاده  و هاي الف، ب، جفقط از شرط ،ستون سوم

براي برقراري یکنوایی ممکن خمیدگی  رینتشده و بیش

شرایط واسط بین ستون  ،در ستون دوم. حفظ شده است

ی یاب درونیک و دو آورده شده و خمیدگی خَم بین نقاط 

در . است حفظ شده بیشینهو کمینه در شرایط نسبی بین 

رجوع کنید به ( 1 -و ج 1 -الف هايشرط ،ستون چهارم

 بنابراین اند؛تبدیل شده di+1 = 5Δ  به) بخش مبانی نظري

 ،مطابق جدول. است  ی از بین رفتهیاب درونشرط یکنوایی 

تري براي یکنوایی در نظر  گیرانه هر قدر شرایط سخت

. شود بیشتر می مختصه قائمفاصله بین سطوح  ،گرفته شود

براي شرایط الف، ب،  3جدول  11در ردیف  ،براي مثال

 7/669 با برابر 11 ترازبا  12قائم ترکیبی  ترازد فاصله  ،ج

 ،الف، ب، ج، د، ه، و هايو براي تمامی شرط) ستون اول(

، براي شرایط واسط )ستون سوم( 4/160ز این اختلاف 

شده  -2/173و براي شرایط نایکنوایی ) ستون دوم( 2/494

از شرایط یکنوایی دورتر  چهشود که هر مشاهده می. است

اختلاف فاصله بین  ،)راز ستون یک به ستون چها(شویم 

نهایت با حذف  قائم ترکیبی کمتر شده و در ترازهاي

بالایی  سطحکمتر بودن فشار  نتیجه غلط ،شرایط یکنوایی

 . آیددست می آن، بهپایینی  ترازنسبت به لایه 

 
 σ - θ هاي مختصۀ قائم ترکیبیکمینۀ ضخامت فشاري لایه. 3جدول 

فوریه  14روز  00یاب در ساعت  نبرحسب پاسکال براي چند نمونه درو

فشار بام لایه باشد، ضخامت فشاري  pl-1/2فشار کف و  pl+1/2 اگر. 2017

کمینۀ ضخامت فشاري برابر با .  pl+1/2 - pl-1/2 برابر است با lلایۀ 

 .کمترین مقدار ضخامت لایه روي کلیۀ نقاط شبکه در راستاي افقی است

  لایه

یاب با  درون

کمترین 

  خمیدگی

یاب با  روند

خمیدگی 

 متوسط

یاب با  درون

بیشترین 

خمیدگی 

 ممکن

یاب  درون

  نایکنوا

1  572.4 572.4 572.4 572.3 

2  1135.8  1135.7 1135.5 1135.3 

3  2094.0 2093.8 2093.4 2071.7 

4  2956.3 2956.1 2955.4 2883.6 

5  3687.0 3686.6 3642.8 3536.0 

6  4210.1 4201.6 4132.6 4027.2 

7  4646.5 4639.7 4582.9 4489.1 

8  3469.2 3455.0 3418.4 3401.9 

9  2351.3 2283.3 2056.0 1926.2 

10  829.2 788.3 559.7 85.7 

11  669.7 494.2 160.4 -173.2 

12  616.2 472.1 179.1 -338.0 

13  294.7 224.6 127.7 -362.6 

14  182.7 176.3 120.1 -353.5 

15  482.5 379.1 94.1 -325.0 

16  285.0 286.7 157.5 -333.6 

17  502.1 400.1 103.4 53.0 

18  450.4 393.3 238.1 -220.0 

19  303.9 302.6 130.2 130.2 

20  944.7 953.9 906.3 860.0 

21  1300.1 1300.8 1267.3 1178.7 

22  740.5 685.1 597.2 570.3 

23  344.9 299.3 247.3 246.1 

24  288.2 288.1 287.6 287.0 

25  174.6 174.2 171.6 168.2 

26  108.2 107.4 102.2 102.2 
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  )الف(

  
  )ب(

  
  )ج(

یک بار از (یابی  دو بار درون) ب(، 2017فوریه  14روز  00براي ساعت  اولیه GFSهاي داده) الف(هکتوپاسکال براي  500میدان دماي پتانسیلی تراز  .9شکل

قدرمطلق اختلاف بین ) ج(هاي تبدیل شده، روي داده) هکتوپاسکال 500و بار دوم از ترازهاي ترکیبی به تراز فشاري  σ - θ بیترازهاي فشاري به ترازهاي ترکی

  .الف و ب
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دادن عملکرد و میزان دقت طرحواره  نشان براي

 ترازهايروي  GFSهاي  پیشنهاد شده در این مقاله، داده

 500تراز  یترکیبی قرار گرفته و سپس دماي پتانسیل

ی پیشنهاد شده در این یاب درون فن ه کمکب هکتوپاسکال

دوباره  ،قائم ترکیبی ترازهايبا کمینه خمیدگی از  ،مقاله

 500تراز  GFSهاي اولیه و با داده) ب -9شکل (محاسبه 

میزان . است  مقایسه شده) الف -9شکل ( هکتوپاسکال

بین  هکتوپاسکال 500تراز  یاختلاف بین دماي پتانسیل

هاي  با داده 256در  256در شبکه افقی  GFSهاي داده

 ترازهايبار از  یک(ی قائم یاب درونحاصل از دو بار 

به  σ - θترازهاي و بار دوم از  σ - θترازهاي فشاري به 

نشان داده  ج -9در شکل ) هکتوپاسکال 500فشاري  تراز

میزان خطا در حالت کمینه خمیدگی و . است شده

 بیشترینیکسان است ولی براي  اًسط تقریبخمیدگی متو

 یمیانگین دماي پتانسیل. یابد افزایش میممکن، خمیدگی 

 7177/314 هکتوپاسکال، 500روي تراز  GFSهاي  داده

ی در یاب درونبار  با دو یمیانگین دماي پتانسیلکلوین، 

اختلاف (و میانگین خطا کلوین،  7310/314 ،راستاي قائم

. استکلوین  1272/0) آمده دست به ییلبین دو دماي پتانس

 500تراز  ینسبت میانگین خطا به میانگین دماي پتانسیل

بار  هر و براي 0004/0 فقط GFSبراي  هکتوپاسکال

آید که در مقایسه  دست می به 0002/0 اًتقریب ،ییاب درون

یک مرتبۀ  ،ی افقییاب درونبا خطاي میدان فشار در 

تر از میانگین خطا، نُرم بیشینه همالبته م. بیشتر است بزرگی،

اي واقع در ج در ناحیۀ فشرده -9خطا است که بنابر شکل 

 8/3هاي پایین نیمکره جنوبی، مقدار آن به حدود عرض

 توان گفت که خطايکلی می طور به. رسدکلوین می

ی افقی است یاب درون يبرابر خطا 10ی قائم حدود یاب درون

 یاب خمیدگی درونین تغییر در ترکوچک ،دلیل همین و به

موجب تغییرات زیادي در نتیجه  ،در راستاي قائم

  .شود ی مییاب درون

  

  گیري نتیجه    4

هاي مختلفی از هواشناسی ظاهر  ی در بخشیاب درون

لاگرانژي و توان به حل نیمه ترین موارد میاز مهم. شود می

حل . هاي مختصات اشاره کردتبدیل دستگاه

و  شودمیهاي گردش کلی استفاده  نژي در مدللاگرا نیمه

آن و سادگی کاربرد  CFLمحدویت شرط نداشتن دلیل  به

تبدیل . از محبوبیت زیادي برخوردار است ،روي کره

ی یاب درونآنتروپی، هاي مختصات نیز در تحلیل همدستگاه

هاي  پتانسیلی و انتقال داده تاوایی ها روي سطوح هم داده

  . شودمیطوح ترکیبی سیگما استفاده هواشناسی روي س

یابی  هاي درون یکی از طرحواره ،PCHIPطرحواره 

فریچ و (است که در هواشناسی به آن توجه شده است 

در طرحواره ). 1984و بوتلند و فریچ،  1980کارلسون، 

PCHIP، یابی تا حد زیادي از بین  خمیدگی در بازه درون

به سمت خط  یابی درون رفته و خمَ واصل بین نقاط در بازه

براي رفع این نقیصه، . کند واصل بین نقاط میل می

توان به هایی پیشنهاد شده است که از جمله آنها می طرحواره

در آن . اشاره کرد) 2002(طرحواره ولبرگ و آلفی 

اي است که میزان خمیدگی  گونه طرحواره، تغییرات مشتق به

کمینه خمیدگی بین دهد که  ها نشان میبررسی. کمینه شود

، بیشتر از خمیدگی )2002(دو نقطه در نتایج ولبرگ و آلفی 

و بوتلند و فریچ ) 1980(حاصل از نتایج فریچ و کارلسون 

توان نتیجه گرفت میزان کاهش  پس می. است) 1984(

بیش از حد مورد نیاز براي  ،PCHIPخمیدگی در طرحواره 

در طرحواره  اساس، این بر. یابی است یکنواسازي درون

پیشنهادي در این مقاله، سعی شده است تا کمترین تغییرات 

روي مشتق صورت گیرد و خمیدگی خمَ درجه سوم بین 

  . یابی، بیش از مقادیر مورد انتظار کاهش پیدا نکند نقاط درون

مقادیر مشتق که خارج از  ،طرحواره پیشنهادي در

صله در ناحیه ترین فااز نزدیک ،گیرند ناحیه یکنوا قرار می

و در ) شرایط الف، ب، ج، د(شوند  یکنوا محدود می

توان از می ،براي کاهش بیشتر خمیدگی ،صورت لزوم
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نتایج . استفاده کرد) شرایط ه، و، ز(هموارسازي مشتق 

 βiو  αiدهد که مقادیر  طرحواره پیشنهادي نشان میاجراي 

ست با ا  شبیه) 2002(تا حد زیادي به نتایج ولبرگ و آلفی 

مقادیر به میزان این  حاضر، این تفاوت که در پژوهش

 به بنابراین نسبت ؛اند بیشتري در نواحی مرزي پراکنده شده

درجه  یاب درونخمیدگی  ،)2002(ولبرگ و آلفی روش 

حفظ خمیدگی موجب دقت  .شود سوم بیشتر حفظ می

. شود می یاب درونحال نایکنوایی  عین بالاتر و در

در این مقاله نشان داده شده است که حالت  ،دلیل همین به

واسط بین بیشینه و کمینه خمیدگی به خطاي کمتر در 

  . شودمیمنجر ی یاب درون

دهد  ی افقی و قائم نشان مییاب دو درون يتحلیل خطا

برابر بیشتر از خطا در  دهی قائم حدود یاب درونکه خطا در 

ان خمیدگی ی قائم به میزیاب درون. ی افقی استیاب درون

و تنظیم  ردحساسیت زیادي دا شده ییاب درونبین نقاط 

  .انجامد  به نتایج نادرست می ،مناسب آننکردن 
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Summary 
Interpolation is one of the essential tools for meteorological research. The most important meteorological 
application of interpolation is in semi-Lagrangian methods. In semi-Lagrangian methods, the departure points of 
the particles arriving at the regular grid are calculated and the scalar quantity is interpolated at the departure 
points. A common problem is the creation of spurious fluctuations in interpolation values in areas with strong 
gradients if polynomial interpolation of higher than first degree is used. In order to remove spurious fluctuation, it 
is necessary to use monotone interpolation. The concept of monotone interpolation requires that the value of the 
interpolation of the function at the interval between two neighboring grid points should not be greater or less than 
the maximum and minimum of the function at that interval, respectively. That is, no relative extrema should be 
produced in the interval.  

The most famous method for monotone interpolation results from changing the derivatives used in cubic 
Hermite polynomial with respect to the slop of the function within the interpolation interval. By changing the 
derivatives, one can adjust the curvature of the interpolator between the beginning and the end of the interpolated 
interval. 

The main idea of the change in derivatives is that the derivatives in each interval should not exceed by 
roughly three times the slop of the function on that interval. In this paper, the curvature of the cubic Hermite 
polynomial is adjusted between the maximum value still giving monotonicity and the minimum value, 
corresponding to linear interpolation between the two points. The Hermite functions need derivatives of the 
function on the grid points for interpolation. For this reason, the cubic Hermite was chosen for implementation of 
the monotonicity procedure. The monotone piecewise cubic interpolants are easy to use, of sufficient accuracy 
and have been widely used. This interpolation is of second order accuracy near strict local extrema due to the 
application of the monotonicity constraint. It is generally the case that most monotonicity-preserving methods 
sacrifice accuracy in order to obtain monotonicity. 

Numerical experiments with this method show that the maximum curvature still giving monotonicity may 
bring the cubic Hermite function close to the relative maximum and minimum in the interval. The (weakly 
monotone) interpolant with minimum curvature between the two neighboring points may decrease the accuracy 
of the interpolation as the curve connecting the two points tends to a line. The best choice for curvature in terms 
of both accuracy and monotonicity is intermediate between the discussed maximum and minimum values.  

For an important example of practical application in meteorology, the presented method is used in 
transforming meteorological data in horizontal and vertical directions. An error analysis suggests that 
interpolation in the vertical direction for transferring data from pressure to the hybrid σ - θ, exhibits a large 
sensitivity to the amount of curvature used in the implementation. Maintaining maximum curvature in the 
interpolation function reduces the distance between vertical surfaces such that the crossing of vertical surfaces 
will result in error. 
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