
  50 -  36 ، صفحه1398، 2، شماره 13مجله ژئوفیزیک ایران، جلد 

 

  

  

  

با  نگی -نییشبکه  کی يرو يدر هندسه کرو يمعادله فرارفت دوبعد يحل عدد

  کورمک فشرده مرتبه چهارم استفاده از روش مک

  

  3الحجه علیرضا محبو   *2سرمد قادر، 1رسول میرزائی شیري

  

  رانیا ،دانشگاه تهران، تهران ک،یزیفضا، موسسه ژئوف کیزی، گروه فهواشناسیکتراي ددانشجوي 1
  ، گروه فیزیک فضا، موسسه ژئوفیزیک، دانشگاه تهران، تهران، ایراندانشیار2

  ، گروه فیزیک فضا، موسسه ژئوفیزیک، دانشگاه تهران، تهران، ایراناستاد 3

  

  )06/06/1398: ، تاریخ پذیرش01/11/1397: تاریخ دریافت(

  

  

  چکیده

مناسب  يشبکه کرو یکاستفاده از  یازمندن هایهلا ینمعادلات حاکم بر ا يحل عدد یانوس،اق و جو يکرو یباًبا توجه به هندسه تقر

 یکبا  ینگ،و  یین هاينام از دو شبکه به یبیشبکه ترک این. است پوشانهم هاياز انواع شبکه یکی ینگ  -یینشبکه . است

 يرو اي ینهنقطه تک یچه. هستند یاییشبکه متداول طول و عرض جغراف یهمتعامد بر پا هاییشبکه ،مختصر است که هر دو یپوشان هم

هاي به استفاده از روش آن اي هر دو مؤلفه شبکه ينقاط مرز در. است یکنواختآن شبه اي شبکه بنديوجود ندارد و فاصله کهشب ینا

  .است یابی نیازدرون

تبه مر فشرده کورمکمک با استفاده از روش شدهي در یک آزمون موردي استاندارد شناختههش، معادله فرارفت دوبعدپژو یندر ا

براي ایجاد امکان . حل شده است عددي طورنگ بهی  -یینشبکه  یک يمرتبه چهارم رو يکوتا  -رونگبا پیمایش زمانی  چهارم

ینگ، این الگوریتم روي شبکه کروي استاندارد بر پایه طول و عرض   -روي شبکه یینشده دادهمقایسه نحوه عملکرد الگوریتم توسعه

حل معادله  براي چهارم مرتبه فشرده کورمکمک هايکه استفاده از روش دهندینشان م یجنتا. سازي شده استجغرافیایی نیز پیاده

اما با محاسبه خطا با  ،مؤثر بوده است یاربس یمحاسبات ینهدر کاهش هز ینگ،  -یینشبکه  يرو يدر هندسه کرو يفرارفت دوبعد

 ینمعادله با هم ینا ينسبت به حل عدد یمرتبه بزرگ یکخطا در حدود  یشافزا نهایت،یقدرمطلق، مربع و ب هاياستفاده از نُرم

در محاسبات  یابیه از دروناستفاد یلدلبه تواندیخطا م ینکه ا شودیمشاهده م یاییطول و عرض جغراف یهشبکه بر پا يروش رو

  .کنندیم ییدموضوع را تأ ینا یزن يحل عدد این یفیک یجو نتا استقبول   شبکه قابل ینا يروش رو ینهرحال، دقت ابه. باشد

  

دوبعدي فرارفت معادله کوتا،  -رونگ چهارم، مرتبه فشرده کورمکروش مک ي،مختصات کرو ینگ،  -یینشبکه : هاي کلیديواژه

                                                                                                                                                                                
  sghader@ut.ac.ir                                                                                                                                    :نگارنده رابط *
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  مقدمه     1

کره زمین، شکل هندسی  هاي دیگرجو، اقیانوس و لایه

هاي جوي و با توجه به اینکه شارش. تقریباً کروي دارند

اي دارند، حل عددي اقیانوسی ماهیت بسیار پیچیده

ها نیازمند استفاده از یک معادلات حاکم بر این شارش

توان گفت که طور کلی، میبه. شبکه کروي مناسب است

مان چهار زطور همهیچ شبکه کروي وجود ندارد که به

، نبود تکینگی )orthogonality(ویژگی متعامد بودن 

)singularity(  در مختصات، نبود مشکل همگرایی

مختصات و تعریف شدن در یک سطح کروي کامل را 

ناچار در تعریف به ،بنابراین ؛)2005کاگیاما، (داشته باشد 

یک دستگاه مختصات کروي از یک یا دو مورد از این 

 ،مثال رايب. شودمیپوشی ازگار چشمناس چهار شرط

بر پایه طول و عرض  متداول دستگاه مختصات کروي

نظر کرده   جغرافیایی از هر دو شرط دوم و سوم صرف

این شبکه مشکلاتی را در  ،اما به همین دلیل ،است

یکی . کندسازي مکانی معادلات مختلف ایجاد میگسسته

هاي تفاضل هاي غلبه بر مشکل تکینگی در روشاز راه

اندازه نصف این است که شبکه به شدهیاد در شبکه متناهی

و  شودجا النهاري جابهاي در راستاي نصف فاصله شبکه

این شبکه  نقاط زمانی روي ر ترازمقادیر هر کمیت در ه

دو قطب شمال و جنوب، دیگر  صورتدر این. دآیدستبه

هاي باید توجه کرد که قطب. جزء نقاط شبکه نخواهند بود

صورت فیزیکی نقاط تکینه نیستند، بلکه شمال و جنوب به

ویژگی دستگاه مختصات کروي براساس طول و عرض 

. صورت نقاط تکینه درآورده استجغرافیایی، آنها را به

گرایی مختصات برقرار نبودن شرط سوم، یعنی وجود هم

شود، مشکل که با عنوان مشکل قطب شناخته می

این مشکل سبب ایجاد محدودیت در . تري است بزرگ

 CFLانتخاب گام زمانی مناسب براي برآوردن شرط 

)Courant- Friedrichs- Lewy( شود که براي رفع آن  می

. هاي مخصوص این مشکل استفاده کردتوان از پالایهمی

اهکارهاي مشابه، از دقت روش عددي این راهکار و ر

کاهد؛ زیرا موجب از دست رفتن خواص استفاده می  مورد

 و بودن) positive-definite(معین   -مفیدي مانند مثبت

نمونه،  يبرا( شودمی )monotonicity(یکنواختی 

معین - منظور از مثبت. )2005اسکاماروك و همکاران، 

مثبت مانند  هايدانیدر م یمنف رینشدن مقاد دیتول بودن،

هاي اضافی تولید نشدن نوسان منظور از یکنواختی، جرم و

این محدودیت . دباشهاي شدید میدر مناطق با گرادیان

هاي شود روشدر انتخاب گام زمانی مناسب باعث می

هاي فشرده، در ویژه روشتفاضل متناهی، به

هاي مربوط به معادلات مختلف جوي و  سازي شبیه

براي غلبه بر . هایی ناکارآمد تبدیل شوندسی به روشاقیانو

هاي تفاضل گیري عملیاتی از روش بهره این مشکل و

اي  متناهی فشرده با دقت زیاد روي کره، بهتر است شبکه

شده یعنی نداشتن تکینگی اختیار شود که هر دو شرط ذکر

. باشددر مختصات و نداشتن همگرایی مختصات را داشته

چنان اهمیت یعنی متعامد بودن یک شبکه آنشرط اول 

راحتی از آن دارد که معمولاً در تعریف هر شبکه کروي به

نظر شده، بهبا توجه به موارد ذکر. شود پوشی نمیچشم

نظر کردن از شرط رسد که بهترین گزینه، صرفمی

چهارم باشد؛ یعنی شبکه روي یک سطح کروي کامل 

کره به چند زیرناحیه تقسیم تعریف نشود و بنابراین سطح 

بندي وجود دارد هاي مختلفی براي این تقسیمروش. شود

-دسته اول به روش. شوندکه به دو دسته کلی تقسیم می

معروف هستند که ) patched grid(شده  هاي شبکه وصله

ها بدون هیچ ها مرزهاي هریک از زیرناحیهدر این روش

دسته . کنندم جدا میپوشانی کاملاً زیرنواحی را از ه هم

توانند هایی هستند که در آنها مرزها میدوم، روش

پوشانی مختصري نیز با هم داشته باشند که به این  هم

شود که گفته می) overset(پوشان هاي همها، شبکهشبکه

 overlaid ،compositeهاي دیگري از قبیل با نام

overlapping  یاChimera اعتبار و . شوندنیز شناخته می
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پوشان در محاسبات آیرودینامیکی هاي هماهمیت شبکه

کاگیاما و ساتو، (گردد برمی) 1982(به مطالعه استگر 

اي در محاسبات  طور گستردهاین روش به). 2004

هاي فضایی و بالگردها آیرودینامیکی هواپیماها، سفینه

ئو ؛ کا1993؛ مآکین، 1992مآکین، (است گرفته شدهکار به

؛ بانینگ و 1998؛ راجرز و همکاران، 1998و همکاران، 

  ).1996و داك و همکاران،  1988همکاران، 

هاي یکی از انواع شبکه)Yin-Yang(ینگ   -شبکه یین

معرفی ) 2004(پوشان است که کاگیاما و ساتو هم

هاي یین این مختصات، ترکیبی از دو شبکه به نام. اند کرده

مزایاي شبکه . انی مختصر استپوشو ینگ، با یک هم

صورت زیر بیان توان بهطور خلاصه میینگ را به  -یین

  ):2012استانیفورث و توبورن، (کرد 
  

دهنده این شبکه، خود هر دو مؤلفه تشکیل  - 1

هایی متعامد بر پایه شبکه متداول طول و عرض  شبکه

 ؛جغرافیایی هستند

  ؛ندارداي روي این شبکه وجود  هیچ نقطه تکینه  - 2

طور اي، به ضرایب متریک براي هر دو مؤلفه شبکه  - 3

 ؛شده هستندتحلیلی، شناخته

-quasi(یکنواخت اي آن شبه بندي شبکهفاصله  - 4

uniform( ؛است 

براي  )درصد 25 تا 20حدود (نقاط کمتري   - 5

 متداولیکنواخت این شبکه نسبت به شبکه تفکیک شبه

 است؛ لازمطول و عرض جغرافیایی 

دهاي موجود در شبکه طول و ها و کُسازيگسسته - 6

توان براي این شبکه نیز با تغییرات عرض جغرافیایی را می

 .کردکوچک استفاده 

 

پوشانی مختصر  ایراد اساسی این شبکه، وجود همان هم

اي موسوم به یین و ینگ و  در مرزهاي دو مؤلفه شبکه

ابی در  هاي درون همچنین ضرورت استفاده از روش

تواند سبب  که می اي است مرزهاي هر دو مؤلفه شبکه

هاي پایستار شود که باید ایجاد اختلال در پایستگی کمیت

  . اي براي آن اندیشیده شود چاره

یابی از روش دوخطی در پژوهش حاضر، براي درون

)bilinear (البته باید اشاره کرد که در . استفاده شده است

ی با مرتبه بالاتر نیز یابهاي دروناین پژوهش، روش

آزمایش شد، اما با توجه به اینکه این افزایش مرتبه دقت 

توجهی در کاهش   یابی، تأثیر درخوردر روش درون

هاي مورد مقادیر خطاي حاصل از حل عددي با روش

ها را نیز افزایش استفاده نداشت و زمان محاسباتی روش

  .اري شده استداد، از ارائه نتایج آنها در این مقاله خودد

هدف این پژوهش، حل عددي معادله فرارفت 

کورمک فشرده مرتبه دوبعدي با استفاده از روش مک

رو، در از این. ینگ است  -چهارم، روي شبکه کروي یین

ادامه درباره این روش عددي توضیح مختصري داده 

  .شود می

دقت در  افزایش سمتبه گرایش اخیر هاي سالدر 

هاي جوي و اقیانوسی با توجه به شارشسازي عددي شبیه

هاي روش. ها افزایش یافته استپیچیدگی ذاتی این شارش

کارایی مناسبی که در  تفکیک بالا و فشرده با توجه به

هاي ها در سایر شاخهسازي عددي حرکت شارهشبیه

اند، در تحقیقات اخیر  ها از خود نشان دادهدینامیک شاره

اصفهانیان و براي مثال، (اند  توجه قرار گرفته  مورد

؛ قادر و 2007 ،الحجه و دریچل محب ؛2005 ،همکاران

نژاد و و جوان 2015؛ قادر و نوردشتروم، 2009همکاران، 

توجه در غالب این   نکته درخور ).2016همکاران، 

سازي هاي فشرده در شبیهها این است که روشپژوهش

فاده از شبکه هاي جوي و اقیانوسی که نیاز به استشارش

کروي دارند، روي شبکه کروي متداول بر پایه طول و 

اند که این موضوع باعث شدهگرفتهکارعرض جغرافیایی به

ایجاد محدودیت در انتخاب گام زمانی مناسب به دلیل 

شود و براي حفظ پایداري روش می CFLبرآوردن شرط 

 ها را در کارهاي عملیاتیدرعمل، استفاده از این روش
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ها روي یک سازد؛ بنابراین، اگر این روشناکارآمد می

ینگ براي حل عددي معادلات مختلف   -شبکه کروي یین

با  شدنی  سازي شوند و نتایج قبولجوي و اقیانوسی پیاده

توان در کارهاي بیاید، میدستهزینه محاسباتی کمتر به

عملیاتی مانند تولید هسته دینامیکی یک مدل جهانی 

در . ها استفاده کردی وضع هوا نیز از این الگوریتمبینپیش

توان معادلات گام اول براي رسیدن به چنین هدفی می

تري مانند معادله فرارفت دوبعدي را در هندسه ساده

هاي فشرده روي یک کروي با استفاده از یکی از روش

طور عددي حل کرد که مطالعه حاضر ینگ به  -شبکه یین

توان این هاست و در گام بعدي میتلاش اي از این نمونه

عمق آزمایش الگوریتم را در حل عددي معادلات آب کم

  .کرد

هاي مرکزي هاي فشرده از نوع روشاغلب روش

یعنی باید معادلات حاکم در سه نقطه شبکه ؛ هستند

این  ،علاوهبه. کمک بسط سري تیلور گسسته شوند به

دستگاه معادلات  به این معنا که ؛ها ضمنی هستندروش

وارون کردن یک  کمکها بهسازيگسسته حاصل از

. شودحل می) یا با تعداد قطرهاي بیشتر(قطري ماتریس سه

نسبت به ها حجم محاسبات علت در این روشبه همین 

طبق تحقیقات  .است هاي تفاضل متناهی صریح بیشترروش

ئی براي مثال، میرزا(ها یافته در این سالمختلف انجام

کورمک فشرده ، روش مک)1396شیري و همکاران، 

براي حل عددي  مرتبه چهارم یک روش فشرده مناسب

این بندي فرمول. معادلات مختلف جوي و اقیانوسی است

زمان با اي است که این مطلب هم صورت دونقطه روش به

تواند در کاهش حجم می ،بودن دقت روشزیاد 

هاي فشرده نند روشما چون ؛محاسبات نیز مؤثر باشد

مرکزي نیازي به وارون کردن یک دستگاه معادلات 

دارد و بنابراین، در ن) یا با تعداد قطرهاي بیشتر(قطري  سه

پژوهش حاضر، از این روش براي حل عددي معادله 

البته باید اشاره کرد . فرارفت دوبعدي استفاده شده است

کوتاي   -که در این کار براي پیمایش زمانی روش رونگ

  .کارگرفته شده استمرتبه چهارم به

  

  ینگ  -شبکه یین    2

پوشان است هاي همینگ، یکی از انواع شبکه  -شبکه یین

این دو مؤلفه . اي تشکیل شده است و از دو مؤلفه شبکه

شکل هستند و آنها را اندازه و همطور دقیق، هماي به شبکه

-e( eو شبکه ینگ یا شبکه  )n )n-gridشبکه یین یا شبکه 

grid (پوشانی ترکیب این دو شبکه، با اندکی هم. نامندمی

طور کامل پوشش در مرزهاي آنها، سطح کره را به

آمده  1ترین صورت این شبکه در شکل ابتدایی. دهد یم

شکل یا ینگ، نوع مستطیلی  -به این نوع از شبکه یین. است

اي،  دو مؤلفه شبکه هریک از. شودنوع پایه گفته می

  درواقع بخشی از شبکه طول و عرض جغرافیایی را تشکیل 

      

  )ج(                   )ب(                  )الف(      

 پس هیپا نگی -نیی شبکه) ج( نگی يا شبکه مؤلفه) ب( نیی يا شبکه مؤلفه) الف( پوشانهم يکرو شبکه کی عنوانبه) هیپا( یلیمستط نگی -نیی شبکه .1 شکل

  .یجزئ یپوشانهم با همراه کره سطح لیتکم يبرا بیترک از

X
Y

Z

X
Y

Z

X
Y

Z
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) رنگ قرمز(محورهاي هر دو دستگاه مختصات کروي براي شبکه یین . عنوان بخشی از شبکه کروي طول و عرض جغرافیاییینگ به  -هاي شبکه یینمؤلفه .2 شکل

  .بر هم عمودند) رنگ آبی(ینگ و شبکه 

  

براي مثال، شبکه یین در مختصات کروي بر پایه . دهندمی

 شودصورت زیر تعریف میطول و عرض جغرافیایی به

  :)2004کاگیاما و ساتو، (

  

)1(

 3 3 3
,

4 4 4 4

   
     

   
           

   


 

دهنده عرض و طول جغرافیایی ترتیب نشان، بهو  که 

اي یین و  ، یک حائل کوچک بین دو مؤلفه شبکهو 

اي متناسب است و باعث  ت که با فاصله شبکهینگ اس

شود که از ملزومات پوشانی مختصر بین دو مؤلفه میهم

بیانگر  ،ماد همچنین ن. پوشان استهاي همروش

عملگر اشتراك بین دو شرط مشخص شده است؛ یعنی 

زمان باید هر دو شرط چپ و راست دهد که هم نشان می

  .این علامت برقرار باشند

به سمت صفر میل کند، مساحت این  اگر حد 

بخش از کره با شعاع واحد برابر 

/4 3 /4

/4 3 /4

3
cos d d 2.12

2

 

 


   

 
   شود می

که مقدار آن کمی بیش از نصف مساحت کل این کره 

طور مشابه با اي ینگ نیز به مؤلفه شبکه. است 2یعنی 

شود، اما در دستگاه مختصات تعریف می) 1(رابطه 

که با دستگاه ) 2رنگ در شکل شبکه آبی(دیگري 

. مد استمتعا) 2شبکه قرمزرنگ در شکل (مختصات اول 

هاي هر دو شبکه یین و ینگ را همراه با مؤلفه 2شکل 

در ادامه، درباره . دهداي مربوط به آنها نشان می شبکه

چگونگی تبدیل مختصات دو شبکه یین و ینگ به 

 .شودهمدیگر توضیح داده می

اي  آوردن طول و عرض جغرافیایی نقطهدستبراي به

ینگ در دیگري، در  هاي یین یامعلوم روي یکی از شبکه

شود دستگاه مختصات کروي از روابط زیر استفاده می

  ):2004کاگیاما و ساتو، (

)2                (       

 

sin cos sin cos ,

sin sin cos ,

cos sin sin .

e e n n

e e n

e n n

   

  

  

 





  

، بیانگر شبکه یین و بالانویس nدر این روابط بالانویس 

eنگ است و طول و عرض  دهنده شبکه، نشانی

 و  ترتیب با نمادهاي جغرافیایی نیز همانند قبل به

شود که در این رابطه، یادآوري می .اند نمایش داده شده

عرض جغرافیایی هر دو شبکه یین و ینگ باید از صفر تا 

. گرفته شودنظررادیان در درجه معادل با صفر تا  180

گونه که از روابط مشخص است، این تبدیل همان
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مختصات متقارن است و بازتابی از رابطه مکملی موجود 

  .بین دو شبکه یین و ینگ است

جایی یک کمیت عددي بین دو شبکه در هنگام جابه

یین و ینگ، هیچ تغییري در مقدار آن ایجاد نخواهد شد، 

ها راي انتقال یک کمیت برداري از یکی از این شبکهاما ب

به دیگري، با توجه به تأثیر زاویه محورهاي دو شبکه با 

هاي طولی و عرضی آن کمیت همدیگر، مقادیر مؤلفه

عوض خواهد شد که رابطه ماتریسی این تبدیل به صورت 

   ):2004کاگیاما و ساتو، (زیر است 

)3                    (

 

cos sin
.

sin cos

e n

e n

v v

v v

 

 

 

 

    
           

  

مؤلفه کمیت برداري در راستاي عرض جغرافیایی،  vکه 

v مؤلفه آن کمیت در راستاي طول جغرافیایی و

مانند قبل بیانگر شبکه مربوطه  eو  nهاي بالانویس

، زاویه بردارهاي یکه دو چنین در این رابطه، هم. هستند

آید میدستشبکه یین و ینگ است که از رابطه زیر به

  ):2004کاگیاما و ساتو، (

)4                          (

 

cos sin sin ,

cos cos
sin .

sin sin

e n

e n

n e

  

 


 

 

  
  

  

  استفاده  هاي عددي موردروش    3

  کورمکمک روش فشرده مرتبه چهارم    1- 3

کورمک را هیکسون و روش فشرده مرتبه چهارم مک

. معرفی کردند 4/4و  2/4واره با دو طرح) 2000(ترکل 

توان از روش براي پیمایش زمانی این روش می

  - هاي رونگسازي زمانی اصلی یا برخی از روش گسسته

توضیحات مربوط به نحوه . کوتا نیز استفاده کرد

واره این روش عددي هر دو طرحسازي مکانی در  گسسته

هاي اصلی و و پیمایش زمانی آن با استفاده از روش

بیان ) 1396(کوتا در میرزائی شیري و همکاران   -رونگ

سو و روابط مربوط به مشتق مرتبه اول پیش. شده است

کورمک فشرده مرتبه روش مک 2/4واره سو در طرحپس

صورت زیر ترتیب بهبعدي بهچهارم در یک شبکه یک

  :)2000هیکسون و ترکل، ( هستند

)5                 (
 

   

   ,1
1

,
1

1

11

11









jj
B
j

B
j

jj
F
j

F
j

FF
Δx

aDDa

FF
Δx

aDDa
  

نظر روي   ، بیانگر مقدار تابع در نقطه موردFکه نماد 

مشخص شده  jشبکه است که آن نقطه با زیرنویس 

، مشتق مرتبه اول FDاي؛  ، فاصله شبکهx. است

در این . سو است، مشتق مرتبه اول پسBDسو و  پیش

یک عدد ثابت و برابر با  aروابط، 
32

1

2

1
 است. 

سو در سو و پسروابط مربوط به مشتق مرتبه اول پیش

کورمک فشرده مرتبه چهارم نیز روش مک 4/4واره طرح

  :صورت زیر هستندترتیب بهبعدي بهدر یک شبکه یک

  .هستند) 5(این روابط، نمادها مشابه با روابط در 

  

)6(
 

,
6

5

3

2

6

11

3

1

3

2

,
6

1

3

2

6

51

3

1

3

2

111

111




























jjj
B
j

B
j

jjj
F
j

F
j

FFF
Δx

DD

FFF
x

DD
  

   

  کوتاي مرتبه چهارم  -روش پیمایش زمانی رونگ    2- 3

معادله فرارفت سازي زمانی در این پژوهش، براي گسسته

کوتاي مرتبه چهارم   -دوبعدي از یک روش رونگ

کوتا ازجمله   –هاي رونگ روش. استفاده شده است

سازي بخش زمانی هاي پرکاربرد براي گسستهروش

صورت کلی و ها، بهمعادلات حاکم در دینامیک شاره

. طور خاص هستندمعادلات حاکم بر جو و اقیانوس، به

ها و همچنین نحوه این روشتوضیحات مربوط به 

کارگیري آنها در کاربردهاي جوي و اقیانوسی در  به

  .ارائه شده است) 2010(دوران 

کوتاي مرتبه   -حال براي استفاده از روش رونگ

بعدي سازي بخش زمانی معادله دوچهارم جهت گسسته
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   
0















y

E

x

F

t

 کمک که بخش مکانی آن به

به چهارم گسسته شده کورمک فشرده مرتروش مک

براي نمونه، میرزائی (شود صورت زیر عمل میاست، به

  ):1396شیري و همکاران، 

)7(  

      1 ,F n B n
x yH t D F D E         

     2 1 11 1
,

2 2
B n F n
x yH t D F H D E H 

       
           

       

     3 2 21 1
,

2 2
F n B n
x yH t D F H D E H 

       
           

       

        4 3 3
,B n F n

x yH t D F H D E H        
   

       1 2 3 41 1 1 1 1
.

6 3 3 6
n n H H H H       

 

هاي تراز زمانی و زیرنویس دهنده، نشانnکه بالانویس 

x  وy سوي سو و پسدر نمادهاي مشتق مرتبه اول پیش

FD وBD  بیانگر آن است که مشتق نسبت به متغیر

  . شودگرفته می yیا  xمستقل مکانی 

  

  معادله فرارفت دوبعدي در هندسه کروي    4

انتقال یک ماده یا کمیت را با یک جریان، فرارفت 

هاي آن ماده یا کمیت نیز در این انتقال، ویژگی. گویند می

یافته، اغلب یک ماده فرارفت. شودهمراه آن منتقل می

خواص پایستگی نیز حفظ در طی فرارفت، . شاره است

... هاي پایستاري مانند انرژي، جرم و شود؛ یعنی کمیتمی

  .ماننددر شاره در حین فرارفت پایسته می

اغلب منظور از فرارفت در هواشناسی و فیزیک دریا، 

هاي جو یا اقیانوس مانند هاي افقی برخی از ویژگیانتقال

جو یا (شاره درون آن ... جرم، رطوبت، شوري، گرما یا 

هاي قائم این ها و فرارفتاست و انتقال) اقیانوس

  .شوندها، با نام همرفت شناخته می ویژگی

معادله فرارفت در حالت کلی یک معادله غیرخطی 

این معادله . است که در اینجا شکل خطی آن مدنظر است

  :)2010دورن، ( صورت زیر نوشتتوان بهرا می

)8                    (                                          d
0,

dt


  

است و نماد ... ، کمیتی پایستار مانند جرم، انرژي یا که 

d

dt
. دهنده عملگر مشتق تام نسبت به زمان است، نشان

  :نیز نوشتصورت برداري توان بهرابطه فرارفت را می

)9                                           (0.
t





  


V  

در این رابطه  wvu ,,V میدان سرعت شاره و ، ،

. عملگر شیو است
t


اي  دهنده عملگر مشتق پاره، نشان

اه مختصات کروي بر پایه در دستگ. نسبت به زمان است

توان معادله فرارفت دوبعدي طول و عرض جغرافیایی می

  ):1992ویلیامسون و همکاران، (صورت زیر نوشت را به

)10          (      

 
0.

cos

u v

t a a

  

  

  
  

  
  

، شعاع کره؛ aکه 



اي نسبت به عرض  ، مشتق پاره

جغرافیایی و 



اي نسبت به طول جغرافیایی  ، مشتق پاره

این معادله خطی . است و بقیه نمادها نیز مانند قبل هستند

هاي جدید نیز حل تحلیلی دارد و براي آزمایش الگوریتم

از  در مطالعه حاضر، این معادله با استفاده. شوداستفاده می

کورمک با پیمایش روش عددي فشرده مرتبه چهارم مک

کوتاي مرتبه چهارم براي یک آزمون   -زمانی رونگ

) پایه(ینگ مستطیلی   -شده روي شبکه یینموردي شناخته

هاي قدرمطلق، مربع و حل و خطاي روش با استفاده از نُرم

 . شودنهایت محاسبه و نتایج آن ارائه میبی

  

  مورديآزمون     5

ش را ویلیامسون و کاررفته در این پژوهآزمون موردي به

فرارفت زنگوله کسینوسی بر با عنوان ) 1992(همکاران 

)  )Advection of cosine bell over the poleفراز قطب

در این آزمون، یک زنگوله کسینوسی یک . معرفی کردند

  روز دور کره زمین و از روي دو قطب  12دور کامل در 
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  )ب(                           )                                                                                            الف(                                                  

  .3D) ب(و  MP) الف(نمایش شرایط اولیه در آزمون موردي فرارفت زنگوله کسینوسی بر فراز قطب در دو نمایش  .3شکل 

  

  

یابد تا به نقطه اولیه خود شمال و جنوب آن فرارفت می

هاي بادي که عامل فرارفت این زنگوله مؤلفه. بازگردد

 :اند عریف شدهصورت زیر تهستند به

)11                                          (0

0

sin cos ,

sin .

u u

v u

 




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 :عبارتست از 0uمقدار 

)12            (          
0
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.

12days 12 86400sec
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
  

 aدر این آزمون، جو، لایه کروي نازکی به شعاع 

شده است که پریشیدگی ارتفاع آن در حالت درنظرگرفته

  :صورت زیر استاولیه به

)13 (

 
، فاصله هر نقطه شبکه با مختصات rکه  ,  از

اي با  مرکز زنگوله در آغاز، در نقطه. مرکز زنگوله است

مختصات   







 0,

2

3
,


 cc

از  rمقدار . قرار دارد 

  :آیدمیدسترابطه زیر به

)14(
 

 arccos sin sin cos cos cos .c c cr a          

 22/6371در این آزمون موردي، شعاع کره زمین برابر 

سوم شعاع کره زمین فرض شده برابر یک Rکیلومتر و

شرایط اولیه زنگوله کسینوسی را روي کره  3شکل . است

، نمایش کره به شکل الف  -3در شکل . دهدمیزمین نشان 

، از Mercator Projection(دوبعدي با تصویر مرکاتور 

بعدي نمایش کره، سهب   -3و در شکل ) MPاین به بعد، 

  . است) 3Dاز این به بعد، (

این آزمون حل تحلیلی دارد و طی آن، مرکز زنگوله 

ر النهاسو روي نصفکسینوسی در ابتدا با حرکت شمال

رسد و با ادامه مسیر ثابت پس از سه روز به قطب شمال می

النهار در نیمکره غربی به سمت جنوب روي همان نصف

روز از  9روز از شروع حرکت، به استوا و پس از  6پس از 

دراین نقطه، . رسدشروع حرکت، به قطب جنوب می

یابد و پس از حرکت این زنگوله به طرف شمال ادامه می

. گرددآغاز حرکت، به نقطه اولیه خود بازمی روز از 12

طور متناوب تکرار در صورت ادامه حل، این حرکت به

روز طول  12طوري که دوره تناوب آن خواهد شد به

  .کشد می

باید اشاره کرد که برخی از پژوهشگران، این آزمون 

هاي ینگ را با استفاده از روش  -موردي روي شبکه یین

براي نمونه، لیا و همکاران، (اند  عددي دیگر حل کرده

 ).2014و گودارد،  2012

 
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  نتایج    6

شده در آزمون موردي معرفی) 10(در این پژوهش، معادله 

ینگ مستطیلی و شبکه   -در بخش قبل، روي شبکه یین

کروي براساس طول و عرض جغرافیایی با استفاده از هر 

ه کورمک فشرده مرتبروش مک 4/4و  2/4واره دو طرح

کوتاي مرتبه چهارم   -چهارم با پیمایش زمانی رونگ

طور عددي حل شده است که نتایج آن در این بخش  به

براي امکان مقایسه بیشتر، این آزمون موردي . شودارائه می

کورمک مرتبه دوم روي هر دو با استفاده از روش مک

در ادامه، شبکه . شبکه کروي یادشده نیز حل شده است

براساس طول و عرض جغرافیایی به اختصار کروي متداول 

 RYYینگ مستطیلی با نماد   -و شبکه یین Tradبا نماد 

هاي وارهطرح همچنین براي اختصار،. شودنمایش داده می

کورمک فشرده مرتبه چهارم با روش مک 4/4و  2/4

ترتیب با کوتاي مرتبه چهارم به  -پیمایش زمانی رونگ

کورمک و روش مک CMC4/4و  CMC4/2نمادهاي 

کوتاي مرتبه چهارم با   -مرتبه دوم با پیمایش زمانی رونگ

با توجه به یکسان بودن  .شوندنشان داده می MC2نماد 

مطالعه،   هاي موردروش پیمایش زمانی در همه الگوریتم

نشده گرفتهها نماد خاصی براي آن درنظرگذاريدر نام

و  128×64هاي در این حل عددي، از تفکیک. است

هاي کروي براي شبکه 512×256و  256×128

حل عددي معادله . شده استفاده شده استکارگرفته به

 4شکل . روز انجام شده است 12در این آزمون تا ) 10(

تحول زمانی زنگوله کسینوسی را هر سه روز یک بار، در 

با تفکیک  RYYروي شبکه ) 10(حل عددي معادله 

 MPو با نمایش  CMC4/2وش با استفاده از ر 512×256

به دلیل تشابه، این تحول زمانی براي روش . دهدنشان می

CMC4/4 با توجه به اینکه در حل . آورده نشده است

تحلیلی این معادله در این آزمون موردي، زنگوله 

روز بدون هیچ تغییري در اندازه  12کسینوسی باید پس از 

اي حرکت و شکل آن، به جایگاه اولیه خود در ابتد

بازگردد، از مقایسه نتیجه این حل عددي براي انتهاي روز 

شود دوازدهم با شرایط اولیه آن در آزمون، مشخص می

استفاده عملکرد   که روش عددي روي شبکه کروي مورد

ح نتیجه   -4د و   -4هاي در شکل. قبولی داشته است  قابل

هاي یین و ینگ نمایش ترتیب براي شبکهحل عددي به

  . ده شده استدا

شایان ذکر است که در شبکه یین، طول جغرافیایی 

+ 180تا  - 180اي از مقادیر مختلف را از  تواند گسترهمی

هاي شمال و عرض جغرافیایی قطب. درجه اختیار کند

و صفر درجه  180ترتیب برابر جنوب در شبکه یین به

، مختصات قطب شمال در )2(با استفاده از معادلات . است

 - 90و طول جغرافیایی + 90که ینگ، عرض جغرافیایی شب

همچنین، عرض و طول جغرافیایی قطب . درجه است

باید . آیدمیدستدرجه به 90جنوب نیز در این شبکه، 

شده همگی توجه شود که مقادیر عرض جغرافیایی محاسبه

اند و براي  آمدهدستدرجه به 180در گستره صفر تا 

درجه باید از آنها کم  90ها، به اندازه نمایش آنها در شکل

  .درجه قرار داشته باشند+ 90تا  - 90کرد تا در گستره 

days3tدر زمان   مرکز زنگوله کسینوسی در قطب ،

، )الف  -4شکل (شمال قرار گرفته است که در شبکه یین 

در . شود ین نیست و دیده نمیاي ی در محدوده مؤلفه شبکه

همین زمان، در شبکه ینگ، مرکز زنگوله در عرض 

و ) درجه 180درجه در گستره صفر تا  90(جغرافیایی صفر 

  - 4شکل(درجه قرار گرفته است  - 90طول جغرافیایی 

در زمان . که با مختصات قطب شمال همخوانی دارد)ه

days9t  طب جنوب خواهد بود نیز مرکز زنگوله در ق

ج باز هم مکان آن خارج از محدوده   -4که در شکل 

ز   -4در شکل . شوداي یین است و دیده نمی مؤلفه شبکه

شود که مرکز زنگوله در عرض جغرافیایی ملاحظه می

واقع است که با مختصات + 90صفر و طول جغرافیایی 

 توان به شیوه همین تفسیر را می. قطب جنوب مطابقت دارد

days6tدر زمان  و  -4ب و   -4مشابه براي شکل    و  
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 .4ادامه شکل 

  
  )د(

 

  )ح(
 

مؤلفه  يرو) د(و ) ج(، )ب(، )الف( MP شیبا نما RYYشبکه  يرو CMC4/2با استفاده از روش  يددر آزمون مور ینوسیزنگوله کس یتحول زمان .4 شکل

 .نگی يا شبکه مؤلفه يرو) ح( و) ز(، )و(، )ه( ،نیی يا شبکه
  

  

days12tح در زمان   -4د و   -4هاي شکل  ارائه کرد .

هاي جغرافیایی سمت شمال در ازآنجاکه معمولاً در شکل

هاي شبکه ینگ، عرض  براي شکلبالاي صفحه است، 

جغرافیایی روي محور افقی و طول جغرافیایی روي محور 

 5شکل . صورت معکوس نمایش داده شده استقائم و به

نشان  3D، همین نتایج را در نماي 4نیز مشابه شکل 

ك و   -5ي،   -5ط،   -5هاي این، در شکلبرعلاوه. دهد می

روز روي  12طی ل، تحول زمانی زنگوله کسینوسی   -5

این تحول زمانی از ترکیب . کل کره نشان داده شده است

  . استآمدهدستاي یین و ینگ به  دو مؤلفه شبکه

  

 روش محاسباتی زمان و دقت بررسی    7

هاي براي مقایسه کمی نتایج، مقادیر خطاي کلی روش

پس از  RYYو  Tradهاي بررسی روي شبکه  عددي مورد

هاي روز از شروع حل عددي، با استفاده از نُرم 12

رابطه . نهایت محاسبه شده استقدرمطلق، مربع و بی

ها روي کره با توجه به مربوط به نحوه محاسبه این نُرم

صورت زیر استفاده به  هاي کروي موردمنظم بودن شبکه

 ):1992ویلیامسون و همکاران، (است 

)15                 (  
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 ؛، تعداد نقاط شبکهmکه 
iu حاصل از (، مقدار دقیق تابع

روي شبکه و  iدر هر نقطه ) روش حل تحلیلی
iu~ مقدار ،

استفاده در هر نقطه   آمده از روش حل عددي مورددستبه

i  وiدهنده عرض جغرافیایی در هر نقطه ، نشانi است. 

1l ،آمده با استفاده از نرم دستمقدار خطاي کل به

 ؛قدرمطلق
2l ،آمده با استفاده از دستمقدار خطاي کل به

 و نرم مربع
l ،آمده با استفاده از دستمقدار خطاي کل به

، این نتایج براي هر سه 1در جدول . استنهایت نرم بی

 با سه تفکیکبررسی   روش، روي دو شبکه کروي مورد

  .روش، مدنظر آورده شده است
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  )ط(

  

  )ي(

  

  )ك(

  

 )ل(

RYY 3 شیبا نماD )مؤلفه  يرو) د(و ) ج(، )ب(، )الف

  .يا شبکه مؤلفه دو بیترک 
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  )ه(  )الف(

  
  )و(  )ب(

  
  )ز(  )ج(

  
  )ح(  )د(

RYYشبکه  يرو CMC4/2با استفاده از روش  يدر آزمون مورد ینوسیزنگوله کس یتحول زمان

 از پس کره کل يرو) ل( و) ك(، )ي(، )ط( ،نگی يا شبکه مؤلفه يرو) ح( و) ز(، )و

حل عددي معادله فرارفت دوبعدي در هندسه کروي روي یک شبکه یین

تحول زمان .5 شکل

و(، )ه( ،نیی يا شبکه
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  .کروي شبکه نوع دو روي ذکرشده روش دو عددي حل از حاصل کل يو خطا یمحاسبات ینههز ی،زمان مقادیرگام. 1 جدول

Scheme & Grid & 
Resolution  

Error l1 Error l2 Error l∞ 
Time 
Step (sec) 

Computatio
nal Time (sec) 

CMC4/2 -Trad-512×256 3.49×10-3 1.97×10-3 2.64×10-3 12 26525 
CMC4/4 -Trad-512×256 2.55×10-3 1.59×10-3 2.25×10-3 9 33265 

MC2 -Trad-512×256 1.59×10-1 9.49×10-2 8.67×10-2 12 9515 
CMC4/2 -RYY-512×256 2.02×10-2 1.48×10-2 1.77×10-2 100 12429 
CMC4/4 -RYY-512×256 1.84×10-2 9.50×10-3 1.23×10-2 60 18627 

MC2 -RYY-512×256 1.73×10-1 1.05×10-1 8.96×10-2 100 10823 
CMC4/2 -Trad-256×128 2.16×10-2 8.33×10-3 8.37×10-3 50 1226 
CMC4/4 -Trad-256×128 1.39×10-2 6.64×10-3 6.83×10-3 36 1643 

MC2 -Trad-256×128 7.19×10-1 3.23×10-1 2.81×10-1 50 335 
CMC4/2 -RYY-256×128 8.74×10-2 6.06×10-2 6.18×10-2 400 798 
CMC4/4 -RYY-256×128 1.17×10-1 6.45×10-2 8.42×10-2 300 883 

MC2 -RYY-256×128 6.17×10-1 3.61×10-1 3.14×10-2 400 703 
CMC4/2 -Trad-128×64 1.23×10-1 4.05×10-2 3.43×10-2 200 45 
CMC4/4 -Trad-128×64 7.18×10-2 2.95×10-2 2.50×10-2 150 56 

MC2 -Trad-128×64 2.990 8.30×10-1 5.77×10-1 200 14 
CMC4/2 -RYY-128×64 4.17×10-1 2.83×10-1 3.09×10-1 1800 48 
CMC4/4 -RYY-128×64 6.85×10-1 3.38×10-1 3.72×10-1 1200 56 

MC2 -RYY-128×64 1.752 8.31×10-1 6.54×10-1 1800 44 

  

شود که در حل عددي معادله فرارفت یادآوري می

دوبعدي در آزمون موردي ذکرشده، هیچ فیلتر خاصی 

مشکل قطب یا همان همگرایی مختصات در براي غلبه بر 

ها در شبکه کروي بر پایه طول و عرض جغرافیایی قطب

هاي هاي دیگري مانند روشاعمال نشده و از راه

با توجه به ضرورت . ضمنی نیز استفاده نشده است نیمه

استفاده،   هاي عددي مورددر روش CFLارضاي شرط 

به  512×256تفکیک ویژه در شبکه با مقادیر گام زمانی به

گفتنی است که براي . توجهی کوچک هستند  میزان شایان

ها روي غلبه بر مشکل قطب در حل عددي الگوریتم

جایی شبکه به اندازه نصف فاصله ، از جابهTradشبکه 

النهاري استفاده شده است؛ اي در راستاي نصف شبکه

ترین ، کوچک512×256بنابراین، در شبکه با تقکیک 

ترین مدار اي در راستاي مداري روي نزدیک شبکه فاصله

متر خواهد بود و با توجه به اینکه  480به قطب تقریباً برابر 

متر بر ثانیه است،  40نیز حدود ) 12(در رابطه  0uمقدار 

و  CMC4/2براي دو روش  CFLبا استفاده از شرط 

MC2ثانیه فرض  12 ، بیشینه مقدار گام زمانی باید حدود

 CMC4/4همچنین باید توجه داشت که در روش . شود

نسبت به این دو روش، محدودیت بیشتري در انتخاب گام 

و همین امر ) 2000هیکسون و ترکل، (زمانی وجود دارد 

سبب شده است که مقدار گام زمانی براي این روش 

  .نسبت به دو روش دیگر کمتر باشد

و  CMC4/2با توجه به نتایج، در هردو روش 

CMC4/4  روي شبکهRYY  نسبت به حل عددي با این دو

توجهی کاهش   به میزان شایان Tradروش روي شبکه 

هزینه محاسباتی رخ داده است، اما خطاي کل با استفاده از 

نهایت براي هر دو روش هاي قدرمطلق، مربع و بینرُم

ه حل آنها روي شبکه نسبت ب RYYعددي روي شبکه 

Trad نکته . در حدود یک مرتبه بزرگی افزایش یافته است

شود، این است که دیگري که از این جدول مشخص می

کورمک مرتبه دوم همراه با پیمایش در مورد روش مک

کوتاي مرتبه چهارم، استفاده از شبکه   -زمانی رونگ

RYY باعث کاهش هزینه 512×256ویژه در تفکیک به ،

  .حاسباتی نشده استم

، کاهش دقت ناشی از 1با استفاده از نتایج جدول 

بررسی   هاي مورددر الگوریتم RYYاستفاده از شبکه 

  یابی درتواند در اثر درونتوجه است و احتمالاً می  درخور
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  )الف(

  
  )ب(

دو شبکه  يمختلف رو هايروش شبکه براي نقاط تعداد برحسب محاسباتی زمان) ب( شبکه نقاط تعداد حسب بر مربع نرم کلی مقادیرخطاي) الف(. 6 شکل

Trad  وRYY. 

  

یابی در تواند در اثر درونتوجه است و احتمالاً می  درخور

حال، براي استفاده از هربه. طی مراحل حل عددي باشد

ینگ در حل عددي معادلات مختلف   -یینهاي شبکه

یابی بخشی جوي و اقیانوسی در هندسه کروي، درون

نکته دیگري که باید . ضروري از مراحل حل عددي است

 CMC4/4به آن اشاره کرد، دقّت بیشتر روش  1در جدول 

در دستگاه مختصات یکسان با  CMC4/2نسبت به روش 

دقت همراه با  تفکیک یکسان است که البته این افزایش

  . افزایش هزینه محاسباتی است

صورت نمودار را به 1برخی از نتایج جدول  6شکل 

الف مقادیر خطاي کلی با   -6در شکل . دهدنشان می

بررسی   هاي مورداستفاده از نُرم مربع براي هریک از روش

برحسب تعداد نقاط شبکه  RYYو  Tradروي دو شبکه 

ب نیز زمان   -6در شکل  در راستاي طول جغرافیایی و

ها برحسب تعداد نقاط شبکه محاسباتی این الگوریتم

  .نمایش داده شده است

  

  گیرينتیجه    8

بعدي در هندسه پس از حل عددي معادله فرارفت دو

با استفاده از روش  RYYو  Tradکروي روي دو شبکه 

ده مرتبه چهارم با پیمایش زمانی کورمک فشرمک

ه چهارم، نتایج کمی و کیفی، کوتاي مرتب  -رونگ

  دهنده عملکرد مناسب این روش در حل  نشان

نتایج نشان داد که حل این معادله با . معادله مذکور است

ینگ با   -هاي یادشده، روي شبکه ییناستفاده از روش

  کاهش دقت عددي در حدود یک مرتبه بزرگی 

نسبت به حل آن روي شبکه متداول کروي بر پایه عرض و 

  - ول جغرافیایی همراه است، اما استفاده از شبکه یینط

توجهی هزینه محاسباتی را کاهش  ینگ به اندازه شایان

زمان با اینکه دقت روش این مطلب، هم. داده است

قبول است و نتایج   قابل RYYشده روي شبکه استفاده

کند، کیفی این حل عددي نیز این موضوع را تأیید می

آزمایش کردن استفاده از آن روي این تواند سبب می

شبکه براي حل عددي سایر معادلات جوي و اقیانوسی در 

  .مطالعات بعدي شود

نکته دیگري که از حل عددي معادله فرارفت در 

توان نتیجه گرفت آن است مطالعه می  آزمون موردي مورد

کورمک شده، براي روش مککه در الگوریتم استفاده

کوتاي مرتبه   -ا پیمایش زمانی رونگمرتبه دوم همراه ب

ینگ مستطیلی با   -چهارم، استفاده از شبکه یین

هاي بالا علاوه بر اینکه با کاهش دقت همراه  تفکیک

 .ندارد  چندانی تأثیر   است، در کاهش هزینه محاسباتی نیز
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Summary  

Due to the approximately spherical nature of the atmosphere, oceans and other layers of the 
Earth and the complex nature of atmospheric and oceanic flows, numerical solution of their 
governing equations requires using an appropriate coordinate on the spherical geometry. All 
spherical grids defined for the spherical surface or shell, generally have their own advantages 
and disadvantages. In general, it can be said that there is no spherical grid which has all the 
following characteristics:  

1- The grid is orthogonal; 
2- There is no singularity; 
3- There is no grid convergence problem; and defined over entire spherical surface. 

Thus, we have to discard one of these incompatible conditions. An overset grid is a type of grid 
that divides a spherical surface into subregions. Yin–Yang grid belongs to the family of overset 
grids. This coordinate is composed of two grid components named Yin and Yang with partial 
overlapping at their boundaries. Some of the advantages of the Yin–Yang grids are as follows: 

1- Yin and Yang grid components are both orthogonal and based on the conventional 
latitude–longitude grid; 

2- The singular points are absent; 
3- The metric factors of the both grid components are analytically known; 
4- The grid lengths are uniform approximately;  
5- It requires less grid points than the conventional latitude–longitude grid; and 
6- We can adapt the available latitude–longitude discretization and codes for the use with 

the Yin–Yang grids. 
In addition, we have to use interpolation for setting boundary conditions for the two grid 

components. The interpolation scheme that has been used in this study is bilinear. 
In this research, a type of the Yin–Yang grid called the rectangular (basic) is applied to 

solve the two-dimensional advection equation for a well-known test case using the fourth-order 
compact MacCormack scheme. Furthere, the fourth-order Runge–Kutta method is used for 
time stepping. Results show that using the Yin–Ying grids to solve the advection equation is 
highly effective in reducing the computational cost compared to the conventional latitude–
longitude grid, however the use of rectangular Yin–Yang grid entails a lower accuracy than the 
conventional latitude–longitude grid. 

In this numerical test, global errors are computed using the absolute-value, Euclidean and 
maximum norms. By calculating the errors using these norms, there is an order of magnitude 
increase in the errors in rectangular Yin-Yang grid compared to the conventional latitude–
longitude grid. This increase in error can come from the inevitable interpolation process 
involved in the Yin-Yang grid. 

Keywords: Yin-Yang grid, spherical coordinate, fourth-order compact MacCormack scheme, Runge-Kutta, two-
dimensional advection equation 
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