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  دهیچک

براي مرتبه ششم هاي اَبرفشرده و فشرده ترکیبی  در این مقاله به بررسی دقت و مقایسه عملکرد دو روش فشرده، یعنی روش

) Zهاي آراکاوا و شبکه  یعنی شبکه(گوناگون هاي  براي شبکه اي دولایه عمق  کمشده معادلات آب  سازي مکانی شکل خطی گسسته

 لختی و امواج راسبی با استفاده از معادلات - امواج گرانیاي دولایهبدین منظور ابتدا روابط پاشندگی پیوسته . شود پرداخته می

گوناگون عرضه ي ها   در شبکه این امواجاي دولایهشود و سپس شکل عمومی روابط پاشندگی گسسته   میمعرفیشده   خطیاي دولایه

 را براي این امواج فراهم فوقهاي  روشبا ان مقایسه دقت و میزان خطاي تولید شده آسانی امک   شکل عمومی حاصل به.شود می

 لختی، روش فشرده ترکیبی مرتبه ششم نسبت به روش اَبرفشرده هم مرتبه -در مورد امواج گرانیکه  دهد نتایج نشان می. کند می

که روش فشرده ترکیبی   اي گونه  به، استمعکوس وضعیت ،سبیدر مورد امواج را. بارز استبسیار  Zبهبود دارد و این مسئله در شبکه 

کار گرفته شده، هم در مورد امواج   هاي به طورکلی، در بین شبکه  به.  نسبت به روش اَبرفشرده بهبود داردCتنها در شبکه آراکاوا 

  .کمترین خطا استداراي  Z لختی و هم در مورد امواج راسبی، شبکه -گرانی
  

 Zهاي آراکاوا، شبکه  ، شبکهدولایه عمق  کمروش فشرده ترکیبی، روش ابَرفشرده، معادلات آب  :يدی کليها واژه
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Summary

Many types of atmospheric and oceanic motions possess an oscillatory structure in both 
space and time, such as inertia-gravity waves and Rossby waves. This paper concentrates 
on these waves. Two-dimensional shallow-water models are usually used to describe 
these kinds of waves. The advantages of the shallow-water equations are their 
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computational and mathematical simplicity relative to more complicated three-
dimensional models. The single-layer shallow water models are extensively used in the 
numerical study of large scale atmospheric and oceanic motions. These simple models, 
however, provide no information regarding vertical motions in the atmosphere or oceans. 
The simple multilayer shallow-water models are usually employed to resolve this issue. 
In some regions of the oceans and seas, two-layer shallow-water equations are sufficient 
to account for the dynamics of fluids (e.g., the Strait of Gibraltar in the Atlantic Ocean, 
the Mediterranean Sea and the Strait of Hormoz in the Persian Gulf and the Oman Sea). 
Two-layer models are not only simple models of rotating-stratified fluid dynamics, but 
they are also proper models for the simulation of many phenomena in the ocean and 
atmosphere.

The compact finite-difference schemes are simple and powerful ways to reach the 
objectives of high accuracy and low computational cost. Compared with the traditional 
explicit finite-difference schemes of the same-order, compact schemes have proved to be 
significantly more accurate along with the benefit of using smaller stencil sizes, which 
can be essential in treating non-periodic boundary conditions. Applications of some 
families of the compact schemes, in particular the super compact finite difference method 
and the combined compact finite difference method, to spatial differencing in some 
idealized models of the atmosphere and oceans show that compact finite difference 
schemes can be considered as promising methods for the numerical simulation of 
atmosphere–ocean dynamics. Most of these studies apply compact finite difference 
methods to single-layer models of the atmosphere and oceans, but application to more 
complicated multi-layer model is lacking. 

The linearized single-layer shallow-water equations have been used in many research 
studies as a tool for numerical accuracy assessment of different numerical schemes in a 
linear extent. In the present work, the extension of this idea to two-layer shallow-water 
equations is used. To this end, two general discrete dispersion relations, those of inertial-
gravity and Rossby waves, for the linearized two-layer shallow-water equations on 
different numerical grids are derived. These general discrete dispersion relations can be 
used for the evaluation of the performance of any numerical scheme.

This paper is also focused on accuracy assessment of the sixth-order super compact 
(SCFDM) and sixth-order combined compact (CCFDM) finite difference schemes for 
spatial differencing of the linearized two-layer shallow-water equations on different 
numerical grids (i.e., Arakawa's A-E and Randall's Z grids). General discrete dispersion 
relations derived for the inertial-gravity waves and Rossby waves on different numerical 
grids are used to evaluate the accuracy of the sixth-order SCFDM and sixth-order 
CCFDM schemes for spatial differencing of the linearized two-layer shallow-water 
equations.

In general, for both inertia-gravity and Rossby waves, the minimum error occurs on 
the Z grid using either the sixth-order SCFDM or the sixth-order CCFDM method. For 
Randall's Z grid, it is observed that the sixth-order CCFDM method exhibits a substantial 
improvement in measuring the frequency of linear inertia-gravity waves of the two-layer 
shallow-water model on the sixth-order SCFDM method. This property is not observed 
for other numerical grids. For Rossby waves, the sixth-order CCFDM shows 
improvement on the sixth-order SCFDM method on Arakawa’s C grid. In addition, for 
Arakawa’s C grid it can be observed that the baroclinc and barotropic modes of the inertia 
gravity waves in the under-resolved case show dissimilar behavior.

Key words: Combined compact scheme, super compact scheme, two-layer shallow-water 
equations, Arakawa grids, Z grid
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  مقدمه    1

هاي جوي و اقیانوسی، شکل موجی  بسیاري از حرکت

دارند که هم در فضا و هم در زمان داراي خاصیت تناوبی 

توان از دینامیک  براي توصیف این امواج، می. هستند

معادلات آب .  استفاده کرددوبعدي عمق کمامواج آب 

اي با چگالی ثابت را توصیف  ، لایه نازکی از شارهعمق کم

هاي افقی سرعت در راستاي  اي که مؤلفه گونه  بهکند، می

 گرفته  در نظرکنند و تقریب هیدرواستاتیک قائم تغییر نمی

هاي  طور گسترده در زمینه  این معادلات به. شود می

والیس، (روند  کار می  جوي و اقیانوسی بهگوناگون 

همۀ علاوه، توصیف   به). 2007 ؛ چو و همکاران،2006

 بسیار بعدي سهکی اقیانوسی در یک مدل فرایندهاي فیزی

هاي   یکی از مزایاي استفاده از مدلرو ازاین .دشوار است

 نسبت به معادلات ،عمق کمتر مانند معادلات آب  ساده

تر بودن مسائل محاسباتی و ریاضی آن  ، سادهبعدي سه

ها،   با اضافه کردن لایهعمق کمدر معادلات آب . است

در برخی از .  گرفتدر نظردي را نیز بن توان اثرات چینه می

الطارق و  نواحی اقیانوسی و یا دریاها از جمله تنگه جبل

بندي چگالی آب را با تقریب  توان چینه تنگه هرمز، می

 فرض کرد و براي توصیف دولایهصورت   خوبی به

 عمق کمهایی معادلات آب  دینامیک چنین محیط

؛ 2006چن و پنگ، (قرار داد  استفاده  را مورد اي دولایه

در حقیقت، مدل آب ). 2007کاسترو و همکاران، 

  بندي ، نه تنها مدلی ساده از یک شاره چینهدولایه عمق کم

شکل مطلوبی، مدلی مناسب براي    بلکه به،شده است

هاي موجود در جو و اقیانوس است  بسیاري از پدیده

  ).1982گیل، (

ی براي  حل تحلیلنبوددلیل   در اغلب موارد، به

از  دبای معادلات حاکم بر فرایندهاي جوي و اقیانوسی، می

روش تفاضل متناهی از . دکرهاي عددي استفاده  روش

هاي عددي براي حل معادلات حاکم بر  ترین روش رایج

هاي اخیر، با توجه به  در سال. ست اها دینامیک شاره

  هاي جوي و اقیانوسی، گرایش به پیچیدگی ذاتی شارش

ها،  سازي عددي این شارش  دقت در شبیهزودن برافسمت 

هاي تفاضل متناهی فشرده با  روش. افزایش یافته است

توجه به کارایی مناسبی که در حل معادلات حاکم بر 

؛ للِ، 1975هرش، (اند  ها از خود نشان داده دینامیک شاره

براي  .اند ، در تحقیقات اخیر مورد توجه قرار گرفته)1992

، )1385( قادر و اصفهانیان کارهايتوان به   مینمونه،

، )1996(ون و دکسون  ، یان)1386(اصفهانیان و قادر 

، )2003(، نیهی و ایشی )2001(ون  دکسون و یان

، )2006(، قادر و اصفهانیان )2005( اصفهانیان و همکاران

) 2009(و قادر و همکاران ) 2007(محب الحجه و دریچل 

و فشرده ) SCD6(رده مرتبه ششم هاي اَبرفش در مورد روش

  .اشاره کرد) CCD6(ترکیبی مرتبه ششم 

 براي یک عمق کمدر این تحقیق، ابتدا معادلات آب 

؛ والیس، 2002سلمون، (د شو  بیان میدولایهمحیط 

موردي، با توجه به اهمیت بررسی در ادامه، براي ). 2006

  لختی و امواج- هاي رابطه پاشندگی امواج گرانی ویژگی

راسبی در دینامیک جو و اقیانوس، رابطه پاشندگی پیوسته 

منظور، از تقریب   بدین. شود  این امواج معرفی میاي دولایه

 لختی و از تقریب -  براي مسئله امواج گرانیfصفحه

 براي مسئله امواج راسبی در معادلات آب صفحه

رابطه پاشندگی . شده است استفاده اي دولایه عمق کم

 عمق کم لختی در یک مدل آب -گسسته امواج گرانی

هاي  براي شبکه) 1977( آراکاوا و لمب  رالایه  تک

اند  کرده معرفی Zبراي شبکه ) 1994(آراکاوا و رندال 

سازي مکانی معادلات، طرحواره  که در آن براي گسسته

 در یک محیط .کار رفته است  مرتبه دوم مرکزي به

با ارائه شکل عمومی رابطه ) 2000(لایه، بلایو   تک

 لختی و امواج راسبی براي -پاشندگی گسسته امواج گرانی

از گوناگون، هاي   هطرحوارهاي آراکاوا، عملکرد  شبکه

 اصفهانیان و . را مورد مقایسه قرار داده استCCD6جمله 

گسسته شکل عمومی رابطه پاشندگی نیز ) 2005(همکاران 
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در . اند دهکر عرضه  Z لختی را براي شبکه -امواج گرانی

، در مقاله حاضر، پس از معرفی تحقیقاتراستاي این 

 امواج اي دولایهشکل عمومی رابطه پاشندگی گسسته 

 E تا Aهاي آراکاوا   لختی و راسبی براي شبکه- گرانی

، )1994 رندال، (Zو شبکه ) 1976  و آراکاوا،گرسینیم(

براي بررسی توانایی و دقت دو روش گفته  پیش روابط

 مورد استفاده قرار CCD6 و SCD6تفاضل متناهی 

  .گیرند می

  

  روش اَبرفشرده و فشرده ترکیبی مرتبه ششم    2

 مثل ،هاي تفاضل محدود فشرده متقارن استاندارد در روش

روش اَبرفشرده، براي تقریب مشتق اول، از خود تابع و 

 و براي تقریب مشتق دوم، از خود تابع و مشتقات فرد آن

 ؛ هرش،1992لل، (شود  مشتقات زوج آن استفاده می

توان به روش فشرده  هاي فشرده می از دیگر روش). 1975

  که در این روش، مشتق اول و دوم بهکرد ترکیبی اشاره 

 ،1998 فن، چو و(شوند   می زمان تقریب زده طور هم

  ویژگی این روش). 2006 یان،؛ قادر و اصفهان2000، 1999

شود که در معادلات حاکم، هم  هنگامی بیشتر آشکار می

قادر و . مشتق اول و هم مشتق دوم وجود داشته باشد

هاي تفاضل  هطرحوار، شکل عمومی )2006(اصفهانیان 

این . اند  را ارائه کرده)GCCFD(متناهی فشرده ترکیبی 

هاي فشرده  اي از روش شکل عمومی، در واقع خانواده

که زیاد است اي با دقت و توانایی تفکیک  نقطه  سه

کار گرفته   تواند براي هر مرتبه از دقت مورد نظر به می

بندي روش اَبرفشرده نیز   فرمول در این پژوهش،.شود

استفاده شده ) 2005(اصفهانیان و همکاران تحقیق مطابق با 

   .است

یی تفکیک هدف از پژوهش حاضر، بررسی دقت و توانا

روش اَبرفشرده مرتبه ششم و فشرده ترکیبی مرتبه ششم 

تفکیک  هاي تفاضل متناهی با دقت و توانایی منزلۀ روش  به

 عمق کمسازي مکانی معادلات آب  در گسستهزیاد 

. است Z و شبکه E تا Aهاي آراکاوا   براي شبکهاي دولایه

 براي حل CCD6 و SCD6هاي  بدین منظور، روش

کار رفته و   شده به  ی خطدولایهعمق  ت آب کممعادلا

 لختی و - امواج گرانیاي دولایهرابطه پاشندگی گسسته 

. گیرد مورد ارزیابی قرار میگوناگون هاي  راسبی در شبکه

 و مشتق 1S محاسبه مشتق اولدرکاررفته   هاي به هطرحوار

طور    از شبکه و همین) امjدر نقطه(ه  در نقاط گر2Sدوم

 و مشتق اولSیابی براي درون
2
1S در ( در نقاط میانی

نقطه
1
2j در این .  است شدهآورده  1 ، در جدول)ام

)  دول عملگرهايج ) / 2x x x
     

  

 و
2
x x x x x

          راساس ب

jjjxنمادگذاري fff  


و  1

1
  jjjx fffاند و  تعریف شدهd فاصله 

ها که شامل  هطرحواراساس محاسبه این . اي است شبکه

، اَبرفشرده مرتبه (IS6)یابی مرتبه ششم  ه درونطرحوار

 (CCD6)یبی مرتبه ششم  و فشرده ترک(SCD6)ششم 

نقطه میانی از   گره و حول ، بسط تیلور حول نقطههستند

  .شبکه است

  

  اي عمق دولایه  معادلات آب کم   3

براي توصیف دینامیک یک محیط دولایه که چگالی آب 

توان از معادلات آب  در هر لایه مقداري ثابت است، می

 . صورت مجزا در هر لایه استفاده کرد عمق به کم

منظور، معادلات تکانه در دو بعد و معادله پایستگی   بدین

جرم براي یک شاره تراکم ناپذیر با درنظرگرفتن تقریب 

شوند و از چگالی  هیدرواستاتیک براي هر لایه نوشته می

).1982گیل، (شود  نظر می  شاره بالاي آب صرف
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  .تق اول و مشتق دومیابی، محاسبه مش هاي مرتبه ششم براي درون  طرحواره.1جدول 
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گیري از معادله پیوستگی و استفاده از شرایط  با انتگرال

مرزي، معادله پیوستگی جرم براي هر لایه برحسب 

  به) h(و ضخامت لایه ) ,vu(هاي افقی سرعت  مؤلفه

 عمق کمآب ترتیب، معادلات مدل   این  به .آید دست می

hvu ( خطی شده برحسبدولایه  شامل شش معادله ،),,

    : است زیرصورت  به

)1                  (
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امت میانگین در هر لایه  ضخH چگالی، که در آن

است و gg 21 /  براي سادگی در نوشتار معرفی 

 2 و 1هاي   اندیس.  پارامتر کوریولیس استfشده و

 xهاي  اول و دوم و زیرنویسهاي ترتیب معرف لایه  به

.  هستندy وxمختصات مشتق نسبت به دهنده     نشانyو

 با عمق ثابت را دولایهاز یک محیط   اي طرحواره 1 شکل

لایه اول با چگالی کمتر روي لایه دوم با . دهد نشان می

چگالی بیشتر قرار گرفته و چگالی در هر لایه مقداري 

  .ثابت است

هاي آراکاوا  توان در شبکه  را می)1 (دستگاه معادلات

A تا Eولی در مورد شبکه ، حل کرد Z بایستی معادلات 

uv(را برحسب مؤلفه قائم تاوایی  yx ( واگرایی ،

vu(افقی  yx  ( و ضخامت لایه)h( صورت  به 

  :کردبیان زیر 
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  دولایه لختی در محیط -مواج گرانی    ا4

 -  امواج گرانیاي دولایه رابطه پاشندگی پیوسته    1- 4

  لختی

، از دولایه لختی در یک محیط -براي مسئله امواج گرانی

 با درنظرگرفتن تقریب )2( یا )1(معادلات مجموعه 

ffشود که در آن  استفاده میfحهصف  مقداري 

  جواب موجی شکل بهفرض با . ثابت است

صورت
)( tlykxie 

 اي دولایهرابطه پاشندگی پیوسته ، 

  :آید دست می  به لختی -امواج گرانی
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 (3)                                                                                    

  

که در آن 


gggg  21 /1 کاهیده   گرانی

ترتیب اعداد موج در راستاي محورهاي     بهl وkو است

  . بسامد این امواج است و هستندy وxمختصات 

 )bt(ل فشارورد با استفاده از تعریف شعاع تغییر شک

  بهرا ) 3( توان رابطه می )bc(و شعاع تغییر شکل کژفشار 

  :نوشت )4(رابطه  صورت

)4(                           ,)(/ 2222
1 lkf e     

)5(            ,/ 2
2

2 411
2 



  tbcb

bt
e 


  

)6   (                             ,
)(

2
212 HH

f

g
tb
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21

21
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2

HH
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 لختی - شبیه رابطه پاشندگی امواج گرانی ،)4(رابطه 

 است؛ با این تفاوت که شعاع تغییر شکل لایه تکدر مدل 

، به شعاع تغییر شکل معادل لایه تکدر مدل ) (راسبی 

)e (باید توجه داشت که وقتی .  کرده استتغییر پیدا

، رابطه )0g(ها داراي چگالی یکسان باشند  لایه

 لایه   به رابطه پاشندگی مدل تکدولایهپاشندگی مدل 

bte در این صورت وشود تبدیل می  شعاع   همان

  .خواهد بود) (تغییر شکل راسبی در مدل تک لایه 

ggاگر 12 و HH  4( در نظر بگیریم، رابطه (

  :آید  در می)7(صورت رابطه   به

)7(              ,)(/ 2222
1 lkf bt                                                                                         

)8   (                              ,2411
2

1  
                                                                         

)9 (                                     ,/ 2
1                                                                                                                                               

که
bt

 
 معرف مد فشارورد،

bc
 

 معرف مد 

btbcکژفشار و  / نسبت شعاع تغییر شکل کژفشار به

به این ترتیب، شعاع تغییر . شعاع تغییر شکل فشارورد است

bteصورت  شکل معادل به 


 شود تعریف می.  

 لختی، -، بسامد و سرعت فاز امواج گرانی)7(طبق رابطه 

 شکل یکنواخت با عدد موج تغییر کرده و صفر  به

. طور سرعت گروه نیز صفر نخواهد شد  شود؛ همین نمی

گرد از اهمیت زیادي  این ویژگی در فرایند تنظیم زمین

در این تحقیق، مقدار ). 1994رندال، (برخوردار است 

هایی با  و لایه) 1982گیل، ( فرض شده 003.0وعین

).1(اند  ضخامت میانگین یکسان در نظر گرفته شده
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. طرحواري از یک محیط دولایه با عمق ثابت.1شکل 

  

 - امواج گرانیاي دولایه رابطه پاشندگی گسسته    2- 4

  لختی

ود  باید مشتقات مکانی موجها براي بررسی دقت طرحواره

 E تا Aهاي آراکاوا  براي شبکهرا  )1(در دستگاه معادلات 

 با استفاده از Zبراي شبکه را  )2(و دستگاه معادلات 

شکل   و جواب را بهکرد هاي مورد نظر گسسته   هطرحوار

موجی
)( tlykxie 

استفاده از روش با .  گرفتدر نظر 

 رابطه توان شکل عمومی  می،)2000(بلایو عرضه شدة 

 لختی را در یک محیط -پاشندگی گسسته امواج گرانی

ها، مستقل از نوع   نیز براي هریک از شبکهدولایه

این رابطه پاشندگی  .دست آورد  کارفته، به هاي به هطرحوار

 داده شده T برحسب توابع تبدیل2گسسته که در جدول 

علت این . استها متفاوت  است، براي هریک از شبکه

هاي آراکاوا و تغییر  تفاوت، تغییر موقعیت متغیرها در شبکه

،Tتوابع تبدیل  . استZمتغیر در شبکه 
2
1T،1T2وT 

،Sهاي ترتیب مربوط به طرحواره  به
2
1S،1S2 وS در ،

T)(است که در آن، تابع تبدیل   آورده شده3جدول  k 

   بهx در راستايSدلخواه مربوط به طرحواره

صورت  ikxikx ekeS )(Tتوابع تبدیل. شود  می تعریف

  

  .هاي متفاوت  لختی در شبکه-اي امواج گرانی  شکل عمومی رابطه پاشندگی گسسته دولایه.2جدول 

Inertia-Gravity Waves Dispersion Relation  Grid  
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ل مشابه تعریف شک  توان به  را نیز میyمربوط به راستاي

باید ). 2005؛ اصفهانیان و همکاران، 2000بلایو، (کرد 

 E- در شبکه آراکاواdاي توجه داشت که فاصله شبکه

ست و در هنگام استفاده از توابع  اها متفاوت با سایر شبکه

dd تبدیل مربوط به این شبکه بایستی 2*  در نظر را 

چون رابطه پاشندگی گسسته، بسته به مقدار شعاع  .تگرف

در مقایسه با فاصله ) bt(تغییر شکل فشارورد 

هاي فوق داراي  ، در هریک از شبکهdاي  شبکه

، براي بررسی )1994رندال، (هاي متفاوتی است  ویژگی

/2 ها، دو حالت سازي عملکرد این گسسته dbt 

/5.0و dbtخطاي . اند  درحکم نمونه انتخاب شده

اي نیز که   لختی دولایه-نسبی محاسبه بسامد امواج گرانی

een صورت  به  شود، براي هر روش   تعریف می

 eها محاسبه شده است که عددي در هریک از شبکه

 مقدار بسامد محاسبه شده به روش nمقدار بسامد دقیق و

باید توجه . است) CCD6 و SCD6هاي  روش(عددي 

که رابطه پاشندگی (داشت که رابطه پاشندگی پیوسته 

، مستقل از نوع )شود دقیق یا تحلیلی نیز به آن اطلاق می

ترین طول موجی که  از طرفی کوچک. شبکه است

 dاي معین فاصله شبکهتوان با یک شبکه داراي  می

dkازاي  بهxتوصیف کرد، در راستاي 2/2  و در 

dl به ازاي yراستاي 2/2  رندال، (آید   دست می به

طاي نسبی بسامد در بنابراین محاسبه خ). 1994

1/0بازه  kd 1/0 و  ld صورت گرفته 

  .است

 5 و 4، 3، 2، 1 پربندهاي خطاي نسبی3 و 2هاي  شکل

اي را   لختی دولایه- درصد محاسبه بسامد امواج گرانی

/2هاي متفاوت به ازاي  براي شبکه dbt در مد 

دهند که در آنها براي محاسبه مشتق اول  میفشارورد نشان 

و دوم از دو روش مرتبه ششم اَبرفشرده و فشرده ترکیبی 

براي مقایسه این دو روش در شرایط . استفاده شده است

 طرحواره D و B ،Cهاي آراکاوا  یکسان، در شبکه

  کار  بهSیابی  براي درون(IS6)یابی مرتبه ششم  درون

 Z و شبکه E و Aهاي آراکاوا  که شبکه  است؛ درحالی رفته 

هاي مربوط به آنها  اساس، منحنی  براین. یابی ندارند درون

  .است نیز در کنار یکدیگر آورده شده 

ها در   تقریباً براي همه شبکه3 و 2هاي  با توجه به شکل

، خطاي )هاي بزرگ طول موج(هاي کوچک  عدد موج

هاي بزرگ  است و خطا در عدد موجنسبی خیلی ناچیز 

طبق این پربندهاي خطاي نسبی، انتظار . دهد روي می

رود که روش فشرده ترکیبی نسبت به روش اَبرفشرده  می

هاي  در مورد شبکه. از دقت بیشتري برخوردار باشد

 تفاوت در پربندهاي نسبی خظاي Z و شبکه CوBآراکاوا 

اي که   گونه بین این دو روش، خیلی بارز است؛ به

 درصد در روش فشرده 5 تا 1هاي خطاي نسبی  پربند

/2 به ازايCترکیبی براي شبکه آراکاوا  dbt تنها در ،

هاي خیلی بزرگ ظاهر شده است و انتظار  عدد موج

 در این مورد داراي بیشترین Cرود که شبکه آراکاوا  می

  . دقت باشد

د کمی از میزان خطاها نیز براي اینکه بتوان یک برآور

 صورت ریشه  ، بهrmsE دست آورد، خطاي کلی به

میانگین مجذور مربعات خطاي نسبی بسامد رابطه 

 لختی محاسبه -اي امواج گرانی پاشندگی گسسته دولایه

 براي مد 5 براي مد فشارورد و جدول 4جدول . شده است

هاي   را در شبکه به شدهکژفشار، مقادیر خطاي کلی محاس

متفاوت و براي دو روش مرتبه ششم اَبرفشرده و فشرده 

در این محاسبات براي هر راستا . دهد ترکیبی نشان می

همچنین درصد بهبود .  نقطه استفاده شده است256تعداد 

روش فشرده ترکیبی نسبت به روش اَبرفشرده نیز محاسبه 

  : شود تعریف می) 10(شده که با رابطه 

)10(        .1001
SCD6

CCD6 









rms

rms

E

E
  CCD6 بهبود درصد

   SCD6نسبت به                    
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، روش فشرده ترکیبی مرتبه ششم 5 و 4مطابق جداول 

ها نسبت به روش اَبرفشرده مرتبه ششم دقت  در همه شبکه

، در همه موارد روش فشرده Zدر شبکه . بیشتري دارد

 60به روش اَبرفشرده با حدود ترکیبی مرتبه ششم نسبت 

جز در مد فشارورد و به ازاي  به. درصد بهبود مواجه است

2/ dbt که شبکه آراکاوا Cداراي بیشترین دقت و  

است، در سایر موارد، )  درصد80حدود (بیشترین بهبود 

 داراي کمترین خطا و بیشترین بهبود و شبکه Zشبکه 

این . یشترین خطا و کمترین بهبود است داراي بDآراکاوا 

 دلیل توانایی بیشتر روش فشرده ترکیبی در  مطلب به

که در این مدل دولایه، تنها در شبکه (برآورد مشتق دوم 

Zهاي کوچک  ، خصوصاً براي طول موج) وجود دارد

  .است

سازي فرایندهاي جوي    که کاربرد زیادي در مدلCشبکه 

 لختی در مدل -مسئله امواج گرانیو اقیانوسی دارد و براي 

لایه عملکرد مناسبی از خود نشان  عمق تک آب کم

دهد، برخلاف انتظار در مدل دولایه براي مد کژفشار و  می

dbtحالت  شبکه . کند  خطاي بسیار زیادي تولید می

Cتري دارد و  هاي کوچک عملکرد ضعیف  در طول موج

اي که  گونه است؛ به مد کژفشار بارزتراین مسئله در مورد 

/5.0 در مد کژفشار و به ازاي dbt شبکه ،C پس از 

 براي Cبنابراین، شبکه . ، داراي بیشترین خطا استDشبکه 

اي درشت ممکن  هاي شبکه هاي با گام استفاده در شبکه

  .است با مشکل زیادي مواجه شود

  

  .یابی، محاسبه مشتق اول و مشتق دوم  کار گرفته شده براي درون هاي به  طرحوارهT توابع تبدیل.3جدول 
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  CCD6 وSCD6هاي  اي براي روش  لختی دولایه- درصد بسامد امواج گرانی5 و 4، 3، 2، 1 پربندهاي خطاي نسبی.2شکل 

/2 به ازايD و B ،Cهاي آراکاوا  در شبکه dbtدر مد فشارورد .  
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  CCD6 و SCD6هاي  اي براي روش  لختی دولایه- درصد بسامد امواج گرانی5 و 4، 3، 2، 1 پربندهاي خطاي نسبی.3شکل 

/2 به ازاي Z و شبکه E و Aهاي آراکاوا  در شبکه dbtدر مد فشارورد .  
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/5.0به ازاي     dbtهاي  بکه، شB و C ،از لحاظ دقت 

در مدفشارورد تفاوت چندانی ندارند، ولی در مد کژفشار، 

 نظر  به.  داراي بیشترین دقت استZ پس از شبکه Bشبکه 

تواند   میBهاي آراکاوا، شبکه  رسد که در بین شبکه می

 C باشد، اگرچه شبکه Cجایگزین مناسبی براي شبکه 

/2(هاي بزرگ  موج  براي طول dbt (ویژه در مد   به

، روش Cدر شبکه . است Bتر از شبکه  فشارورد، مناسبت

فشرده ترکیبی نسبت به روش اَبرفشرده داراي درصد بهبود 

جز در مد کژفشار و به ازاي  اي است، به قابل ملاحظه

5.0/ dbtاین بهبود .  که بهبود چندانی وجود ندارد

 براي Cتر شبکه   دلیل عملکرد ضعیف است بهکم ممکن 

، Bدر شبکه . هاي کوچک در مد کژفشار باشد طول موج

 درصد است که هم در مد فشارورد و هم 15بهبود بیش از 

  .توان مشاهده کرد در مد کژفشار می

  

  امواج راسبی در محیط دولایه    5

توان از معادلات آب  در مورد مسئله امواج راسبی نیز می

  منظور، به  بدین. شده استفاده کرد  اي خطی عمق دولایه مک

لایه  براي یک محیط تک) 1982(همان شیوه که گیل 

بندي بردار سرعت به دو  پس از تقسیم عرضه کرده است،

gu(گرد  بخش زمین


au(گرد  و آزمین) 


  به) 

agصورت uuu


درنظرگرفتن تقریب صفحه  وبه   

yffصورت  نظر   تر صرف ، از جملات کوچک

پس از استخراج معادلات تکانه و  صورت،  بدین. شود می

ازاي تقریب   گرد به بعد، روابط بخش زمین پیوستگی بی

گرد به ازاي تقریب  آزمین مرتبه صفرم و روابط بخش

بنابراین، معادلات حاکم براي . آید  دست می رتبه اول بهم

امواج راسبی در یک محیط دولایه، شامل پنج معادله براي 

ترتیب از بالا به پایین،  به) 11(هر لایه است که در رابطه 

گرد و سه معادله دیگر  دو معادله اول مربوط به بخش زمین

  :گرد است مربوط به بخش آزمین
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yfکه هاي  مقداري ثابت است و اندیسgو a 

گرد و  گرد و آزمین ترتیب معرف بخش زمین به

براي .  معرف لایه اول و دوم است2 و 1هاي  اندیس

، بایستی دستگاه معادلات را Zاستفاده معادلات در شبکه 

و ) (، واگرایی افقی )(برحسب مؤلفه قائم تاوایی 

  : صورت زیر بیان کرد به) h(ضخامت لایه 
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/2ازاي  به هاي متفاوت  براي شبکهCCD6 و SCD6هاي  اي با استفاده از روش  لختی دولایه- خطاي کلی محاسبه بسامد امواج گرانی.4جدول  dbt 

/5.0و dbt در مد فشارورد به همراه درصد بهبود روش CCD6 نسبت به روش SCD6.  

  درصد بهبود

CCD6به  نسبت SCD6  

  خطاي کلی

CCD6
  

  خطاي کلی

SCD6

2/ dbt  

  

5.0/ dbt
  

  2/ dbt  

  

5.0/ dbt
  

  2/ dbt
  

5.0/ dbt  

  

  

  شبکه

                    

3.653.39    26.06616.790  27.053  17.378  A  

18.70  17.51    13.670  9.847    16.81411.937    B

83.74  35.15  0.998  8.168  6.13812.595  C  

2.461.81    38.20138.898  39.16439.615  D

10.519.65    21.267  14.332  23.76515.863  E  

61.10  62.24    1.9011.330    4.8873.522  Z  

  

  .فشار ولی براي مد کژ4 مشابه جدول .5جدول 

  درصد بهبود

CCD6 نسبت به SCD6

  خطاي کلی

CCD6
  

  خطاي کلی

SCD6

2/ dbt  5.0/ dbt  2/ dbt  5.0/ dbt
  

  2/ dbt5.0/ dbt

  

  

  شبکه

                    

3.443.02    18.7853.848  19.455  3.968  A  

17.84  14.83    10.764  2.608  13.1013.062    B

42.98  6.47  6.21527.439  10.90129.338  C  

1.98  0.47    38.72340.278  39.50440.468  D

9.84  8.47    15.934  3.369  17.6733.681  E  

61.9963.77    1.4670.329    3.8590.907  Z  
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   امواج راسبیاي دولایهدگی پیوسته  رابطه پاشن   5-1

 اي دولایهدست آوردن رابطه پاشندگی پیوسته   براي به

، دولایه لختی -امواج راسبی، مشابه مسئله امواج گرانی

 علاوه بر آن، . گرفتدر نظرباید جواب موجی شکل 

؛ بلایو، 1982گیل،  (yدامنه جریان تابعی از مختصه

ترتیب، رابطه پاشندگی پیوسته   این  به. شود می) 2000

  :آید می  در)13(رابطه صورت     امواج راسبی بهاي دولایه
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 ،با استفاده از پارامترهاي
 و همچنین شعاع تغییر

صورت   بهرا ) 13(رابطه ان تو می )bt (شکل فشارورد

  : نوشت)14(رابطه 
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   امواج راسبیاي دولایهرابطه پاشندگی گسسته     5-2

 اي دولایه شکل عمومی رابطه پاشندگی گسسته 6جدول 

ا ب. دهد نشان میمتفاوت هاي   شبکهبرايامواج راسبی را 

بر   است، علاوه yزکه دامنه جریان تابعی ا توجه به این

. کرد را نیز محاسبه Rتبدیل  بایستی تابع Tتبدیل تابع 

R)(تبدیل تابع  k ه دلخواهطرحوار براي هرS در 

رتصو   بهxراستاي  



xki
xx

xki ekexxS )(R)(   

  تبدیل  توابع7در جدول ). 2000بلایو، (شود  تعریف می

R،
2
1R،1R هاي هطرحوار مربوط بهS،

2
1S،1S  آورده

ه دو مقایسگونه که قبلاً اشاره شد، براي  همان.  استشده

 شرایط  ششم اَبرفشرده و فشرده ترکیبی درروش مرتبه

یابی با   درونD و B ،Cهاي آراکاوا  ، در شبکهیکسان

صورت یابی مرتبه ششم  ه درونطرحواراستفاده از 

  .گیرد می

، 30، 20، 10 پربندهاي خطاي نسبی5 و 4هاي  شکل

به بسامد در رابطه پاشندگی گسسته  درصد محاس50 و 40

هاي متفاوت به  اي امواج راسبی را براي شبکه دولایه

/2ازاي dbtخطاي . دهند  در مد فشارورد نشان می

اي براي مد  کلی در محاسبه بسامد امواج راسبی دولایه

 9 و براي مد کژفشار در جدول 8فشارورد در جدول 

بار، درصد بهبود   این تفاوت که ایناست؛ با  آورده شده 

 نسبت به روش فشرده )SCD6 (روش اَبرفشرده مرتبه ششم

باید توجه . است  محاسبه شده )CCD6(ترکیبی مرتبه ششم 

داشت که در این مقایسه، در هر دو روش اَبرفشرده و 

یابی فشرده ترکیبی، براي درون


S از روش IS6 استفاده 

   .ده استش

، روش اَبرفشرده مرتبه ششم 9 و 8هاي  مطابق جدول

جز در  اي، به براي محاسبه بسامد امواج راسبی دولایه

ها نسبت به روش فشرده  ، در سایر شبکهZ و Cهاي  شبکه

 Zدر شبکه . ترکیبی مرتبه ششم داراي دقت بیشتري است

، کاررفته است  هاي به که داراي کمترین خطا در بین شبکه

در شبکه . این دو روش تقریباً داراي دقت یکسانی هستند

Cرفشرده نسبت به روش فشرده ترکیبی نهتنها  ، روش اَب

بهبود نیافته است، بلکه روش فشرده ترکیبی مرتبه ششم 

در این شبکه و در مد . داراي عملکرد بهتري نیز هست

 فشارورد، روش فشرده ترکیبی مرتبه ششم نسبت به روش

این بهبود در .  درصد بهبود دارد30شرده،  حدود اَبرف

/2، در مد کژفشار نیز به ازايCشبکه  dbt مشاهده 

/5.0شود، ولی به ازاي می dbt دقت این دو روش در 

  .برآورد بسامد امواج راسبی دولایه تقریباً یکسان است
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نسبت به فشرده بیشترین درصد بهبود روش اَبرفشرده 

 مشاهده B و D ،A ،Eهاي   ترتیب در شبکه ترکیبی به

 Aبا توجه به اینکه بیشترین خطا مربوط به شبکه . شود می

.  چندان با ارزش نیستAاست، این بهبود در مورد شبکه 

در مد کژفشار نسبت به مد  Aالبته خطاي موجود در شبکه 

در روش . گیري کاهش یافته است نحو چشم فشارورد به

، داراي بیشترین A پس از شبکه Dفشرده ترکیبی، شبکه 

خطا است؛ این در حالی است که در روش اَبرفشرده، 

هاي آراکاوا از بالاترین دقت   در بین شبکهDشبکه 

، با توجه به خطاي Dبنابراین در شبکه . برخوردار است

زیاد روش فشرده ترکیبی و دقت زیاد روش اَبرفشرده، 

رفشرده نسبت به روش فشرده ترکیبی داراي درصد روش اَب

  .بهبود بیشتري است

  

  .هاي متفاوت اي امواج راسبی در شبکه  رابطه پاشندگی گسسته دولایه.6جدول 

Rossby Waves Dispersion RelationGrid  
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  CCD6 و SCD6هاي  اي براي روش  درصد بسامد امواج راسبی دولایه50 و 40، 30، 20، 10 پربندهاي خطاي نسبی.4شکل 

/2 به ازايD و B ،Cهاي  در شبکه dbtدر مد فشارورد .  
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  CCD6 و SCD6هاي  اي براي روش  درصد بسامد امواج راسبی دولایه50 و 40، 30، 20، 10 پربندهاي خطاي نسبی.5شکل 

/2ازاي به Z و A ،Eهاي  در شبکه dbtدر مد فشارورد .  
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ترتیب داراي   بهC پس از شبکه B و Eهاي  شبکه

بیشترین دقت هستند و روش اَبرفشرده نسبت به روش 

 B درصد و در شبکه 50 حدود Eرکیبی در شبکه تفشرده 

 نیز E و Bهاي  لذا، در شبکه.  درصد بهبود دارد20حدود 

 به روش اَبرفشرده داراي روش فشرده ترکیبی نسبت

باید توجه داشت که در تحقیق  .تري است عملکرد ضعیف

در مورد رابطه پاشندگی گسسته امواج ) 2000(بلایو 

لایه،   لختی و امواج راسبی در یک محیط تک-گرانی

براي محاسبه مشتق اول در نقاط میانی از روش فشرده 

فقط  استفاده شده است؛ در نتیجه )C6S(مرتبه ششم 

 در شرایط یکسان صورت C و Bهاي  مقایسه بین شبکه

. ها منطقی نیست گرفته است و مقایسه بین سایر شبکه

تر اشاره شد، در پژوهش حاضر، مقایسه  طور که پیش همان

هاي متفاوت،   براي شبکهCCD6 و SCD6هاي  بین روش

بندي  پیش از جمع .با شرایط یکسان صورت گرفته است

مده در این بخش، مناسب است به اختصار دست آ نتایج به

به ریشه برخی از خطاها و همچنین نحوه رفتار دو روش 

سازي روابط پاشندگی امواج  مورد بررسی، در گسسته

  .گرانی و راسبی اشاره کرد

 لختی - براي امواج گرانیCCD6بودن روش  مناسب 

براي امواج راسبی به دلیل متفاوت بودن  SCD6و روش 

براي امواج . شندگی براي این دو دسته موج استروابط پا

1)(ي لختی، جمله-گرانی 222 lkbt   با استفاده از 

شود،   تقریب زده میSCD6 بهتر از روش CCD6روش 

که جمله مشابه در رابطه پاشندگی امواج راسبی  درحالی

1)(صورت به 222 lkbt  در مخرج کسر ظاهر 

 CCD6 مقداري ناچیز است و روش کهازآنجا  .شود می

زند، در نتیجه با  مخرج این کسر را بهتر تقریب می

تر شدن خطاي مخرج کسر، خطاي محاسبه  کوچک

 از عوامل مهم دیگر که نیاز به . یابد  افزایش می/

. استR و Tبررسی بیشتري دارد، تأثیر توابع تبدیل

  

  .یابی، محاسبه مشتق اول و مشتق دوم  کاررفته  در درون هاي به  طرحوارهR توابع تبدیل.7جدول 
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/2به ازاي هاي متفاوت  براي شبکهCCD6 و SCD6هاي  اي با استفاده از روش  خطاي کلی محاسبه بسامد امواج راسبی دولایه.8جدول  dbt 

/5.0و dbtصد بهبود روش  همراه در  در مد فشارورد بهSCD6 نسبت به روش CCD6.  

  درصد بهبود

SCD6 نسبت به CCD6

  خطاي کلی

CCD6روش 
  

  خطاي کلی

SCD6روش 

  

  

  شبکه

  
2/ dbt

  

  
5.0/ dbt  2/ dbt  

  
5.0/ dbt  2/ dbt5.0/ dbt

64.84  62.09    3647.9901151.315  1282.795  436.505    A  

13.51  24.54    305.605  232.833  264.323  175.695    B

-  -  45.67247.011  68.58967.186  C  

81.80  82.83    327.143343.734  59.54359.004  D

62.17  53.44    234.027  179.485  88.53883.574  E  

5.88  4.16    27.45327.109    25.84125.980    Z  

  

، با افزایش مرتبه دقت، )2000(براساس تحقیق بلایو 

 موجب R موجب افزایش و تابع تبدیل Tتابع تبدیل 

البته باید توجه داشت چون ترکیب . شود کاهش دقت می

این توابع تبدیل در صورت و مخرج کسر وجود داشته 

طور  دارد، بهاست و در افزایش یا کاهش دقت دخالت 

تنهایی عامل اصلی  توان هریک از عوامل را به قطع نمی

  .تلقی کرد

  

  گیري  نتیجه    6

در این پژوهش، با استفاده از شکل عمومی روابط 

 لختی و امواج راسبی، -پاشندگی گسسته امواج گرانی

هاي اَبرفشرده مرتبه  دقت و میزان خطاي تولید شده با روش

مرتبه مورد ارزیابی و مقایسه قرار   همششم و فشرده ترکیبی 

از جمله مواردي که این پژوهش را نسبت به . گرفته است

کند، معرفی شکل عمومی  تحقیقات گذشته متمایز می

اي این امواج و استفاده از  روابط پاشندگی گسسته دولایه

هاي متفاوت با  آنها براي مقایسه دو روش فوق در شبکه

طورکلی، براي هر دو مسئله امواج   به. شرایط یکسان است

 لختی و امواج راسبی، در هر دو روش اَبرفشرده و -گرانی

براي .  داراي کمترین خطا استZفشرده ترکیبی، شبکه 

ها، خصوصاً در   لختی در همه شبکه-مسئله امواج گرانی

، روش فشرده ترکیبی مرتبه ششم نسبت به روش Zشبکه 

 براي مسئله. ود برخوردار استاَبرفشرده هم مرتبه، از بهب

 جز در اي که به گونه   عکس است، به امواج راسبی، نتیجه به

ها روش اَبرفشرده نسبت   در سایر شبکهZ و Cهاي   شبکه

. اي هستند ملاحظه  به روش فشرده ترکیبی داراي بهبود قابل

سازي فرایندهاي    کاربرد زیادي در مدلCبا اینکه شبکه 

 لختی -ی دارد و براي مسئله امواج گرانیجوي و اقیانوس

لایه عملکرد مناسبی دارد،  عمق تک در مدل آب کم

  برخلاف انتظار در مدل دولایه براي شعاع تغییر شکل
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اي، خطاي بسیار زیادي  تر از فاصله شبکه فشارورد کوچک

کند که ممکن است دلیل آن عملکرد ضعیف  تولید می

تر، به ویژه براي مد  هاي کوچک موج این شبکه در طول

  .کژفشار، باشد

شده از  نتایج حاکی از آن است که بهبودهاي حاصل

روش اَبرفشرده نسبت به روش فشرده ترکیبی براي امواج 

 است) E و A ،B ،Dمانند (هایی  راسبی، مربوط به شبکه

هاي عددي جو و اقیانوس مورد   سازي که کمتر در شبیه

هاي داراي کاربرد   از شبکهیکی. گیرند استفاده قرار می

 است zشبکه ) از دیدگاه عددي و دینامیکی(بسیار زیاد 

که روش اَبرفشرده براي امواج راسبی در این شبکه برتري 

. دهد چندانی نسبت به روش فشرده ترکیبی نشان نمی

بنابراین از دیدگاه کلی و با توجه به عملکرد دو روش 

سازي   ششم براي گسستهفشرده ترکیبی و اَبرفشرده مرتبه

مکانی روابط در شکل خطی امواج گرانی و راسبی در 

 نظر اي مورد بررسی، به عمق دولایه مدل معادلات آب کم

رسد که روش فشرده ترکیبی نسبت به روش اَبرفشرده  می

   .داراي برتري است

دست آمده از این پژوهش، مربوط به مقایسه  نتایج به

فشرده ترکیبی مرتبه ششم با استفاده هاي اَبرفشرده و  روش

شده براي مسئله   اي خطی عمق دولایه از یک مدل آب کم

تر  شکل پیچیده.  لختی و راسبی است-امواج گرانی

غیرخطی موضوع در دست از سوي نگارندگان دردست 

بررسی است و امید است در آینده نزدیک نتایج آن انتشار 

 در صورت داشت کهتوان انتظار  طورکلی می  به. یابد

خانواده با دو روش  هاي فشرده هم استفاده از روش

نتایجی مشابه نتایج این پژوهش یبی اَبرفشرده و فشرده ترک

هاي  ولی براي مواردي که از دسته روش. به دست آید

هاي فشرده  مانند روش(شود  داراي تفاوت ذاتی استفاده 

  .، نیاز به تحقیق جداگانه است)سویه یک

  

  . ولی براي مد کژفشار8 مشابه جدول .9ول جد

  درصد بهبود

SCD6 نسبت به CCD6

  خطاي کلی

CCD6روش 
  

  خطاي کلی

SCD6روش 

2/ dbt  5.0/ dbt  2/ dbt  5.0/ dbt  2/ dbt5.0/ dbt

  

  شبکه

62.59  58.95    1303.893  683.634  487.844  280.659    A  

22.56  35.52    241.738  195.337  187.210  125.949    B

-  -    46.545  63.555  67.54863.756  C  

82.58  84.83    339.407382.951  59.13258.094  D

55.41  41.35    188.758  139.746  84.16581.955  E  

4.68  -    27.19226.517    25.92026.856    Z  
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