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  چكيده
كنند.  بعدي توصيف ميدامنه متناهي يكاند كه انتشار امواج پوانكاره را در  عمق خطي معرفي شده چندين روش عددي براي حل معادلات آب كم

شود و امكان ارزيابي دقت و استحكام هر روش عددي و  حل تحليلي شناخته شده است كه با ارتفاع اوليه ناپيوسته اجرا ميبراي اين مسئله يك راه 
هاي تفاضل متناهي  كند. كار حاضر به بررسي و اعِمال روشهاي مسير بدون نوسانات كاذب فراهم مي ويژه توانايي آنها را در تشخيص ناپيوستگيبه

  فشرده   يهاروش  با  يمكان  يسازگسسته  منظور،  نيا  يبراپردازد.  سويه براي حل عددي معادلات حاكم بر امواج پوانكاره مي فشرده مركزي و يك
هاي  بعدي كه حل تحليلي دارد، با استفاده از روشفرارفت يكشود. ابتدا معادله  كوتا ارائه مي  -رونگ  روش  با  ي زمان  يسازگسسته  و   هيسوكي  و   يمركز

هاي مذكور حل عددي  شود. سپس معادلات حاكم بر امواج پوانكاره با استفاده از روشها سنجيده ميسازي و عملكرد و دقت عددي روشفوق گسسته
سويه با يكديگر  هاي فشرده مركزي و يكشود. در نهايت، حل عددي روشمي  سهيمقادارند، نتايج    وستهيناپ  نقاطكه    هياول  شرط  دو   يبراشود و  مي

كنند.  خوبي عمل ميهاي مسير بهسويه در تشخيص و شناسايي ناپيوستگيهاي فشرده مركزي و يكشود. روشمقايسه و نتايج آن تجزيه و تحليل مي
ش مرتبه پنجم دارد و همچنين ضريب عددي قبل خطاي برش آن  سويه مرتبه پنجم خطاي بر شده، روش فشرده يكگرفته كارهاي به از بين روش

  شده خطاي كمتر و در نتيجه، دقت عددي بيشتري دارد.  هاي استفاده تر است كه نسبت به ديگر روشعددي بسيار كوچك
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  مقدمه     ١
مقياس  از  وسيعي  طيف  اقيانوس  در  و  حركت  زماني  هاي 

مي پوشش  را  گردشمكاني  بزرگدهد؛  مقياس  هاي 

هاي  هايي در حدود يك متر بر ثانيه دارند و مقياس سرعت

سال بزرگ باشند. سرعت    صدها   اندازه   به   توانند يمزماني  

لختي (امواج پوانكاره)، كه سريع منتشر    -فاز امواج گراني

تر از  ها متر بر ثانيه و خيلي كوچكشوند، در حدود صد مي

مقياس زماني ديگر فرايندهاي اقيانوسي است. اختلاف زياد  

مقياس  در بين  چالشي  اقيانوسي  فرايندهاي  زماني  هاي 

ميمدل محسوب  اقيانوس  عددي  (هالبرگ،    شودسازي 

١٩٩٧( .  

مي     توليد  زماني  پوانكاره  راسبي  امواج  عدد  كه  شوند 

شود. در اين  گرفتهكوچك باشد و اثر چرخش زمين درنظر

عنوان  توانند با هم به شرايط نيروهاي گراني و كوريوليس مي

نيروي بازگرداننده عمل كنند. اين امواج كه دراساس امواج  

تأثير چرخش    گراني هستند و طول موج بلند دارند، تحت

مي قرار  عبارت  زمين  بايد  امواج،  اين  مطالعه  براي  گيرند. 

شود.   حفظ  حاكم  معادلات  در  كوريوليس  نيروي 

پوانكاره ازآنجايي امواج  موج  كه    كه   دارند هايي  طول 

توان فرض كرد كه  گذارد، ميآنها اثر مي بر نيزم چرخش

آب  تعادل  در  دليرسنايدر،  آنها  و  (بكرز  هستند  ايستايي 

ها امواج پوانكاره خارجي و داخلي دارند.  اقيانوس  ).١٩٩٣

براي جلوگيري از انتشار امواج پوانكاره خارجي (فشارورد)  

از  مي كرد.  استفاده  مرز سخت  از يك  ديگر، توان  طرف 

درياهاي   در  هنگامي  (كژفشار)  داخلي  پوانكاره  امواج 

ميبنديچينه  توليد  قوي  جابه شده  كه    سطوح   جاييشوند 

  اين   در.  شود  انرژي  شدن  آزاد  باعث   و   دهد  رخ  چگالي

  امواج   معادلات  هايمدل   همه  در   قوي   سيگنال   يك   حالت

بين   بسامدي  فضاي  در  پوانكاره  امواج  است.  حاكم  فوق 

و بسامد پايداري ايستايي    fمقادير محلي پارامتر كوريوليس  

N  و هيگدون    ١٩٦٦شوند (هوگتون و همكاران،  محدود مي

  ).١٩٩٧و سزويكه، 

تعادل  حركت     از  تقريباً  بزرگ  اقيانوسي در مقياس  هاي 

دهد،  توازني رخ ميكنند. هنگامي كه بي زمينگرد پيروي مي

مي احيا  پوانكاره  امواج  از  استفاده  با  زمينگرد  شود  تعادل 

هايي كه امكان وجود امواج پوانكاره  ). در مدل١٩٨٢(گيل،  

مي فراهم  اهميت  را  از  امواج  آن  دقيق  دادن  نشان  كنند، 

العاده اي برخوردار است. شايان ذكر است اين تحقيق  فوق

با روش كلاسيك تنظيم زمينگرد دارد  شباهت  هاي زيادي 

)  ١٩٧٦كرد و گيل (  مطالعه  را  آن  )١٩٣٨(  يراسبكه در ابتدا  

) قسمت غيرخطي آن  ١٩٩٦قسمت خطي و كو و پولواني (

يك معادلات  كردند.  بررسي  به را  با  دستبعدي  آمده 

مقياس  و  انتخاب  ارتفاع  مكان،  زمان،  براي  جديد  هاي 

بي ميسرعت  تحليلي  بعد  حل  پوانكاره  معادلات  شوند. 

هاي عددي براي  كارگيري روشدارند. در اين مطالعه با به 

حل معادلات فوق و مقايسه آن با حل تحليلي، دقت عددي  

شود. مشكل اساسي در حل عددي اين ها سنجيده ميروش

ها در كميت ارتفاع سطح اوليه  معادلات، وجود ناپيوستگي

اساس   بر  بايد  عددي  روش  هر  بنابراين  است؛  حركت 

ناپيوستگي اين  تشخيص  و  شناسايي  در  اتوانايي  رزيابي ها 

  شود.

هاي  ) اين معادلات را با روش٢٠٠٦لورانت و همكاران (    

مختلفي ازجمله گالركين پيوسته و ناپيوسته و همچنين روش  

نتيجه    -گالركين اين  به  آنها  كردند.  حل  ناپيوسته  ريمان 

زمان در  پيوسته،  گالركين  روش  كه  ابتدايي  رسيدند  هاي 

دارد.  انتگرال بيشتري  نوسانات كمتر و دقت عددي  گيري 

انتگرال زمان  گذشت  با  و  همچنين  بيشتر  نوسانات  گيري، 

نوسانات  دقت آن كمتر مي نقاط شبكه،  افزايش  با  و  شود 

شوند. روش گالركين ناپيوسته شبيه حالت  كاذب بيشتر مي

عمل   بهتر  ناپيوسته  نقاط  تشخيص  در  اما  است،  پيوسته 

وش  كند. اين دو روش در ابعاد بالاتر نيز كارايي دارند. ر مي

ناپيوسته    -ريمان نقاط  شناسايي  در  ناپيوسته  گالركين 

عملكرد خوبي دارد و همچنين با افزايش تعداد نقاط شبكه  

از   كمتري  محاسباتي  خطاي  قبلي،  روش  دو  با  مقايسه  در 

توان آن را  دهد و دقت بيشتري دارد، اما نميخود نشان مي

  به ابعاد بالاتر بسط داد.



 ٤٩                                                                                                                        هيسوك ي و ي مركز فشرده يهابا استفاده از روش پوانكارهامواج   يعدد يسازهيشب

  

زمينه     از  مورديكي  عددي    هاي  با حل  ارتباط  در  توجه 

شاره  بر  حاكم  عددي  معادلات  دقت  افزايش  ها، 

هاي تفاضل متناهي  ها است. روشبينيها و پيش سازيشبيه 

روش از  از  يكي  هستند.  پركاربرد  و  رايج  عددي  هاي 

ها، روش تفاضل متناهي مرتبه دوم مركزي ترين روشسنتي

بيني و عملياتي عددي از  هاي پيش است و بسياري از مدل 

هاي اخير محققان  برند، ولي در سالروش مذكور سود مي

روش پي  در  هزينه  بسياري  و  زياد  دقت  با  جايگزين  هاي 

شبيه دقت  افزايش  جهت  كم  از  محاسباتي  هستند.  سازي 

توان به روش فشرده اشاره كرد. اغلب  ها ميجمله اين روش

نوروش از  فشرده  سه  ع مركزي  هاي  از  هستند كه معمولاً 

فرمول در  اين  نقطه  به  مربوط  متناهي  تفاضل  روش  بندي 

برند. دقت اين روش بيشتر از روش مرتبه  ها بهره ميروش

راه  كه  مواردي  در  و  است  مركزي  وجود  دوم  دقيق  حل 

دارد، روش فشرده مرتبه چهارم نشان داده است كه تحت  

توان با توجه  شده پايدار است و ميانواع شرايط مرزي اِعمال

قطري استفاده  هاي ممكن از شكل ماتريس سهبه محدوديت

هاي قطرهاي ديگر صفر است و  كرد. در اين ماتريس درايه

شود (هيرش،  راحتي با استفاده از الگوريتم توماس حل ميبه 

  ). ١٩٩٢له، و له  ١٩٧٥

زمينه مكانيك شاره      ديناميك شاره در  هاي ها در حوزه 

روش از  نيز  شده  ژئوفيزيكي  استفاده  مركزي  فشرده  هاي 

انجام كارهاي  از  شاره است.  درباره  كشور  در  هاي  شده 

از روش آنها  در  كه  اقيانوسي  و  استفاده جوّي  فشرده  هاي 

مي است  قادر  شده  و  اصفهانيان  مطالعه  به  مثال  براي  توان 

الحجه و دريچل  )، محب١٣٨٤)، قادر و همكاران (١٣٨٢(

  نوردشتروم   و  قادر  و)  ٢٠٠٩(  همكاران  و  قادر)،  ٢٠٠٧(

  .كرد اشاره ) ٢٠١٥(

درباره  ايده )  ١٩٧٣(  تولستيخ      بار  اولين  براي  را  هايي 

ها در حين  سويه پيشنهاد كرد. اين ايده هاي فشرده يكروش

حل برخي از مسائل مربوط به حركت اجسام در ارتفاع زياد  

كه  وجودبه  زماني  ميلادي،  شصت  دهه  اواسط  آمدند. 

و   فيزيك  مؤسسه  ارشد  كارشناسي  دانشجوي  تولستيخ 

بود، اولين تلاش ها را براي حل عددي اين  فناوري مسكو 

استوكس با    -نوع مسائل كرد و پيشنهاد داد معادلات ناوير

بالا  ايجملهروش عددي حل شود. وي از چند هاي مرتبه 

گسسته واگرا  براي  شكل  به  ديفرانسيل  معادلات  سازي 

استفاده و روش جديدي ابداع كرد كه شامل دو بخش توليد  

روششبكه و  (سازگار)  تطبيقي  فشرده هاي  هاي 

روشجريانپاد از  بود.  سوم  مرتبه  وي  سوي  تطبيقي  هاي 

مسئله   چندين  عددي  حل  سال  CFDبراي  بعد  در  هاي 

هاي مرتبه  استفاده شد، اما توجه اصلي به توسعه بيشتر روش

ها بررسي هاي اين روشسوم معطوف شد. بسياري از نسخه

تلاش موازات  به  مختلف شدند.  مسائل  براي  نظري،  هاي 

استوكس توصيف    -ها كه با معادلات ناويرديناميك شاره 

هاي عددي انجام شد.  اند، مجموعه بزرگي از آزمايششده 

جريان بر  تراكمعلاوه    متلاطم   هاي جريان  پذير،هاي 

  تجربي، نيمه  هاي مدل  عادلاتم  از  بسياري  با  شده توصيف

  توان مي  نيز  را  سطحي  امواج  حركت  و   بندي چينه   هايجريان

  فشرده   هاي روش  از   آنها   در   كه   كرد  ذكر  هايينمونه   زمره   در

)  ١٩٩٤(  تولستيخ  در.  است  شده   استفاده   سوم   مرتبه  سويهيك

  همچنين   و   سوم   مرتبه  جديد   هاي خانواده   خاص   طوربه 

  موفقيت   معرفي و با  پنجم  مرتبه   سويهيك  فشرده   هايروش

هايي دارند و  مزيت  هاروش  نيا  آنها استفاده شده است.  از

به مي آنها  از  مسائل گونه توان  عددي  حل  براي  مؤثر  اي 

مختلف در فيزيك استفاده كرد. مرتبه بالاي تقريب كه به  

شود و اهميت سه  دقت زياد در نتايج و حل عددي منجر مي

فرمولنقطه  كه  الگو  را  اي  تفاضلي  مرزي  شرايط  بندي 

مي ميتسهيل  قادر  را  ما  يافتن  كند،  براي  آنها  از  تا  سازند 

سرعت در حال تغيير استفاده كنيم.  هاي ناپيوسته يا به حلراه 

هايي  سازي عددي ميدان ها توانايي زيادي در شبيه اين روش

  با ناپيوستگي و گراديان شديد دارند. همچنين امكان افزايش 

سويه وجود دارد بدون  هاي يكبيشتر در مرتبه فرد از روش

  ).١٩٨٥اينكه سبب بروز مشكلي اساسي شود (تولستيخ، 
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بر       حاكم  معادلات  عددي  حل  حاضر،  پژوهش  هدف 

روش از  استفاده  با  پوانكاره  و  امواج  مركزي  فشرده  هاي 

هاي  دار است. شرطسويه با دو شرط اوليه هموار و شيبيك

هاي فوق  رفته در مسير ناپيوستگي دارند و روشكاراوليه به

ها را داشته  بايد توانايي تشخيص و شناخت اين ناپيوستگي

  باشند. 

  

  هاي فشردهروش     ٢
 روش فشرده مركزي مرتبه چهارم     ١-٢

در روش فشرده مركزي مرتبه چهارم، در هر نقطه شبكه نه  

هاي تابع نيز  مقدار مشتقتنها مقدار تابع مجهول است بلكه  

شوند؛ بنابراين روابط مربوط به اين روش  مجهول فرض مي

مشتق و  تابع  خود  متوالي  شامل  نقطه  سه  در  آن  اول  هاي 

توان يك دستگاه  است. براي هركدام از اين مجهولات مي

وارون كردن يك   با  را  و آن  داد  تشكيل  معادلات جبري 

سه معادلات  كمك  دستگاه  به  رابطه  اين  قطري حل كرد. 

  uرابطه عمومي هرميت و با استفاده از بسط سري تيلور تابع  

به  اول  مشتق  نحوه  ميدستبراي  به  مربوط  جزئيات  آيد. 

فرمولدستبه  مرتبه آوردن  مركزي  فشرده  روش  بندي 

) نوشته شده است و در اينجا فقط  ١٩٩٤چهارم در تولستيخ (

خلاصه فرمول آن  ميبندي  ذكر  روار  فشرده شود.  ابطه 

  مركزي مرتبه چهارم به شكل زير است:

)١ (  
ଵ

  ଺
ቀ

ப୳

ப୶
ቁ

୧ିଵ
+

ଶ

ଷ
ቀ

ப୳

ப୶
ቁ

୧
+

ଵ

଺
ቀ

ப୳

ப୶
ቁ

୧ାଵ
=

୳౟శభି ୳౟షభ

ଶ∆୶
     

  تابعي هموار است. uاي و فاصله شبكه  x∆كه 

  

  سويه مرتبه سوم روش فشرده يك     ٢-٢
سويه مرتبه سوم بيان  در اين بخش روش تفاضلي فشرده يك

شروع  مي نقطه  اتفاقاً  كه  روششود  فشرده توسعه  هاي 

تقريب است.  يكغيرمركزي  فشرده  اينجا هاي  در  سويه 

سازي مشتقات مكاني  بيشتر ابزاري با دقت زياد براي گسسته

روش قبلي،  در  بخش  مشابه  هستند.  زماني  گام  با  هاي 

) ذكر شده است و  ١٩٩٤جزئيات روش فوق در تولستيخ (

  شود: بندي روش فوق به صورت زير بيان ميتنها فرمول

)٢ (  
ହ

  ଵଶ
ቀ

ப୳

ப୶
ቁ

୧ିଵ
+

଼

ଵଶ
ቀ

ப୳

ப୶
ቁ

୧
−

ଵ

ଵଶ
ቀ

ப୳

ப୶
ቁ

୧ାଵ
=

୳౟ି ୳౟షభ

∆୶
                                                          

  

) فشرده يك٢رابطه  است.  ) روش  پيشرو  مرتبه سوم  سويه 

  توان نوشت:براي حالت پسرو مي

)٣ (  

−
ଵ

  ଵଶ
ቀ

ப୳

ப୶
ቁ

୧ିଵ
+

଼

ଵଶ
ቀ

ப୳

ப୶
ቁ +

ହ

ଵଶ
ቀ

ப୳

ப୶
ቁ

୧ାଵ
=

୳౟శభି ୳౟

∆୶
                                                              

سويه مرتبه سوم در  هاي فشرده يكبراي استفاده از روش    

معادلات خطي، زماني كه ثابت عددي مشتق مكاني عددي  

  ثابت   كه  يزمان  و)  ٢  رابطه (  روپيش  رابطه  باشد،  منفي  

  .شوديم  استفاده )  ٣  رابطه(  رو پس  رابطه   باشد،  مثبت    يعدد

  

  سويه مرتبه پنجم روش فشرده يك     ٣-٢
پردازد كه با  هاي فشرده مرتبه پنجم مياين بخش به تقريب 

اند. خواص اصلي آنها  سو ايجاد شده هاي پادجريانتفاضل

سويه مرتبه سوم است كه در  بسيار شبيه به روش فشرده يك

بااين شد؛  داده  توضيح  قبل  اين  قسمت  ها  تقريبحال 

خطاهاي برش مرتبه بالاتر و ضرايب عددي كوچك دارند.  

تر  شود به گونه درخور توجهي دقيقاين موضوع باعث مي

نقطه  پنج  تقريب  هر  تفاضلي  از  روش  باشند.  معمولي  اي 

  ) ارائه كرد.١٩٨٥سوي مرتبه پنجم را تولستيخ (پادجريان

فرمول     به  مربوط  يك جزئيات  فشرده  روش  سويه بندي 

) تولستيخ  را  پنجم  ذكر  ١٩٨٥مرتبه  مشروح  صورت  به   (

وار ذكر  بندي آن خلاصه كرده است و در اينجا فقط فرمول

  شود:مي

11 ቀ
ப୳

ப୶
ቁ

୧ାଶ
+ 238 ቀ

ப୳

ப୶
ቁ

୧ାଵ
+
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1392 ቀ
ப୳

ப୶
ቁ

୧
+ 1138 ቀ

ப୳

ப୶
ቁ

୧ିଵ
+

101 ቀ
ப୳

ப୶
ቁ

୧ିଶ
=

ଷ଺

∆୶
[u୧ାଶ + 18u୧ାଵ +

30u୧ − 38u୧ିଵ − 11u୧ିଶ]                   
)٤ (  

سويه مرتبه پنجم پيشرو است.  ) روش فشرده يك٤رابطه (

  توان نوشت: طور مشابه براي حالت پسرو نيز ميبه 

101 ቀ
ப୳

ப୶
ቁ

୧ାଶ
+ 1138 ቀ

ப୳

ப୶
ቁ

୧ାଵ
+

1392 ቀ
ப୳

ப୶
ቁ

୧
+ 238 ቀ

ப୳

ப୶
ቁ

୧ିଵ
+

11 ቀ
ப୳

ப୶
ቁ

୧ିଶ
=

ଷ଺

∆୶
[11u୧ାଶ + 38u୧ାଵ −

30u୧ − 18u୧ିଵ − u୧ିଶ]                       
)٥ (  

مكاني      مشتق  عددي  ثابت  كه  زماني  قبلي،  بخش  مشابه 

(رابطه   پيشرو  رابطه  از  باشد،  مثبت  ) و زماني كه  ٤عددي 

(رابطه   پسرو  رابطه  از  باشد،  منفي  استفاده  ٥ثابت عددي   (

  شود. مي

  

كوتا مرتبه   - سازي زماني رونگروش گسسته     ٣
  چهارم

گسسته رونگروش  زماني  (  -سازي  -Rungeكوتا 

Kuttaاي است كه در  ) مرتبه چهارم، روشي چهار مرحله

در يك گام زماني   uهر مرحله مقداري براي تابع مفروض 

اين   زماني،  گام  همان  در  بعد،  مرحله  در  و  محاسبه  مياني 

مي اصلاح  به  مقدار  حاكم  معادلات  بيان  فرض  با  شود. 

ப୳صورت  

ப୲
= F(u)  روابط اين روش براي تقريب بخش ،

 زماني معادلات حاكم به شرح زير است:

 qଵ = ∆tF(u୬)                   uଵ = u୬ +
ଵ

ଶ
qଵ, 

)٦ (  

 qଶ = ∆tF(uଵ)            uଶ = u୬ +
ଵ

ଶ
qଶ,  

)٧ (  

qଷ = ∆tF(uଶ)                 uଷ = u୬ + qଷ, 
)٨ (  

qସ = ∆tF(qଷ)    u୬ ା ଵ = u୬ +
ଵ

଺
(qଵ +

2 qଶ + 2qଷ + qସ)   )٩     (                                              

زماني،    t∆كه   زماني    nگام  متغيرهاي    ٤q  تاq ١  و تراز 

  ).٢٠١٠كمكي هستند (دوران، 

  

  هابررسي دقت و عملكرد روش     ٤
سويه در  هاي فشرده يكدر اين بخش به بررسي دقت روش

مقايسه با روش فشرده مركزي مرتبه چهارم و روش مرتبه  

گسسته روش  با  همراه  مركزي  رونگدوم  زماني    سازي 

چهارم   مرتبه  ميكوتا  روشپرداخته  از  يادشود.  شده  هاي 

فرارفت خطي استفاده ميبراي حل معادله يك شود  بعدي 

تري از  كه حل تحليلي دارد. براي آنكه بتوان درك مناسب

روش بين  دقت  تفاوت  موردميزان  به  هاي  -دستبررسي 

خطاي   ميزان  محاسبه  براي  نُرم  يك  از  اينجا  در  آورد، 

  شود.         استفاده ميها  هريك از روش

هاي مختلف عددي  جهت محاسبه مقدار خطا در روش    

 شود:براي معادله خطي فرارفت از نُرم مربعي استفاده مي

lଶ(u) =
ቂ∑ ൫|୳෥౟ష୳౟|మ൯

 ొ౮
౟సభ ቃ

భ
మ

ቂ∑ (|୳౟|మ)
 ొ౮
౟సభ ቃ

భ
మ

     )١٠     (                        

  

  مقدار دقيق تابع در هر نقطه  u୧تعداد نقاط شبكه،   N୶ كه  

i   روي شبكه وu෤ ୧   آمده از روش حل عددي  دستمقدار به

است. نرم مربعي، انحراف معيار    𝑖استفاده در هر نقطه    مورد

هاي دقيق را در نقاط شبكه نشان  هاي عددي از جوابپاسخ

  دهد.مي

خطي يك     فرارفت  تعريف معادله  زير  به صورت  بعدي 

  شود:مي
ப୳

ப୲
+ c

ப୳

ப୶
= 0                                            )١١(  

  در   c=  ٢/٠  m/s  ثابت   يتند   با  فوق  ي بعدكي  فرارفت  لهمعاد

١Q  و   Qx  هيناح شبكه      با ،  = نقاط     𝑁௫تعداد 

  :شوديمگرفتهدرنظر ريز هياول   طيشرا  و 

u(x, 0) = ቊ
1             ,

଺

ଵ଴
≤ x ≤

଼

ଵ଴
  

0             ,   other wise 
         )١٢(  
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u(x, 0) =

ቐ9ସ ൤ቀx −
ହ

଺
ቁ

ଶ
−  ቀ

ଵ

ଽ
ቁ

ଶ

൨
ଶ

, |𝑥 −  
ହ

଺
| ≤

ଵ

ଽ

0                                        , other wise

    )١٣ (  

شرط       از  است،  ثابت  زمان  با  كه  چپ  سمت  مرز  در 

 )t,(u    مرز) راست  سمت  مرز  و  شده  استفاده 

خروجي) باز فرض شده است (مشتق اول تابع مساوي صفر  

شود)؛ بنابراين شرط مرزي گراديان صفر يعنيقرار داده مي





x

)t,Q(
  ). ٢٠١٠شود (دوران، اِعمال مي

)  ١٢() با شرايط اوليه  ١١بعدي ( معادله فرارفت خطي يك    

سازي مكاني  هاي گسسته) و شرايط مرزي بالا و روش١٣و (

ثانيه    =s١tدر مدت    ١٢٨و   ٣٢متفاوت با تعداد نقاط شبكه  

روش  خطاي  مقدار  و  عددي  نرم  حل  از  استفاده  با    ٢lها 

با يكديگر مقايسه ميمحاسبه مي نتايج  و  شوند. علت  شود 

معادله در  آن است كه شكل موج اين    =s١tانتخاب زمان  

  شود.اين زمان از مرز سمت راست خارج مي

به   ١  جدول   در      كلي  نرم  دستخطاي  كمك  به  آمده 

هاي فشرده مركزي  ) براي روش١٢با شرط اوليه (  ٢lمربعي  

يك گسستهو  با  رونگسويه  زماني  مرتبه    -سازي  كوتا 

زمان   در  همان  =s١tچهارم  است.  شده  داده  كه  طورنشان 

مي خطاي  مشاهده  شبكه،  نقاط  تعداد  افزايش  با  شود، 

ميروش كاهش  ميها  نشان  جدول  اين  روش  يابد.  دهد 

ها خطاي  سويه مرتبه پنجم نسبت به ساير روشفشرده يك 

مي  البته  دارد.  كمتري  كه محاسباتي  كرد  مشاهده  توان 

روش يك خطاي  فشرده  فشرده  هاي  و  سوم  مرتبه  سويه 

مركزي مرتبه چهارم به يكديگر نزديك هستند. علت اين  

بندي اين دو روش شبيه  موضوع آن است كه شكل فرمول

قطري است و فقط ضرايب  به هم و ماتريس ضرايب آنها سه

از شرط    ١كند. در حل عددي جدول  ماتريس با هم فرق مي

) استفاده شده است كه يك تابع صاف و  ١٢اوليه شوك (

رو د؛ ازاين شوهموار است و باعث توليد نوسانات كاذب مي

  يابد.ها كاهش ميمقدار خطا افزايش و دقت روش

  

  .با شرايط اوليه متفاوت  t=s١كوتا مرتبه چهارم براي تعداد نقاط شبكه متفاوت در زمان   -. مقايسه خطاي كلي معادله فرارفت با روش رونگ ١جدول 

  )١٢شرط اوليه شوك (

  خطاي كلي   ) xNتفكيك (  خطاي كلي  ) xNتفكيك (  سازي زماني گسسته  روش

    ٢٣٥/٦-١٠   ١٢٨ ٢٤٢/٩-١٠  ٣٢  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   مرتبه دوم مركزي

  ٢٨١/١-١٠   ١٢٨  ٢٨٦/٤-١٠  ٣٢  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   فشرده مرتبه چهارم

 ٢٢١/١-١٠  ١٢٨ ٢٦١/٥-١٠ ٣٢  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   سويه مرتبه سوم فشرده يك

 ٣٦٣/٨-١٠  ١٢٨ ٢٩٤/١-١٠ ٣٢  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   سويه مرتبه پنجمفشرده يك

 )١٣قندي (شرط اوليه كله

  ١٨٥/٢-١٠  ١٢٨  ٢٥٥/٤-١٠ ٣٢  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   مرتبه دوم مركزي

  ١٦٦/١-١٠  ١٢٨  ١٩٤/٢-١٠  ٣٢  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   فشرده مركزي مرتبه چهارم

 ١١٦/١-١٠ ١٢٨ ١٢٤/٢-١٠ ٣٢  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   سويه مرتبه سوم فشرده يك

 ٢٣١/٩-١٠ ١٢٨ ١٠٨/١-١٠ ٣٢  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   سويه مرتبه پنجمفشرده يك

  

) يك بار ديگر با  ١١بعدي (معادله فرارفت خطي يك        

هاي تيز و  دار بدون گوشه ) كه تابعي شيب١٣شرط اوليه (

سازي مكاني متفاوت در هاي گسستهصاف است و با روش

خطاي    ١  جدول   در شود.  حل عددي مي  =s١tمدت زمان  

هاي  براي روش  ٢lآمده به كمك نرم مربعي  دستكلي به

يك و  مركزي  گسستهفشرده  با  رونگ سويه  زماني    سازي 

نشان   =s١t) در زمان  ١٣كوتا مرتبه چهارم و شرط اوليه (

جدول   بالايي  قسمت  مشابه  است.  شده  مشاهده    ١داده 
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روشمي خطاي  شبكه،  نقاط  تعداد  افزايش  با  كه  ها  شود 

دهد روش  نشان مي  ١يابد. قسمت پايين جدول  كاهش مي

سويه مرتبه پنجم مانند شرط اوليه قبلي نسبت به  فشرده يك

تر عمل  ها خطاي محاسباتي كمتري دارد و دقيقساير روش

هاي  توان مشاهده كرد كه خطاي روشكند. البته باز ميمي

سويه مرتبه سوم و فشرده مركزي مرتبه چهارم  فشرده يك

خطاهاي   مقدار  همچنين  هستند.  نزديك  يكديگر  به 

) كاهش پيدا كرده است.  ١٢محاسباتي نسبت به شرط اوليه (

) است كه باعث  ١٣دار (علت آن استفاده از شرط اوليه شيب 

روش دقت  افزايش  و  كاذب  نوسانات  ميكاهش  شود.  ها 

فشرده روش روشيك  هاي  به  نسبت  مركزي سويه  هاي 

  كنند.نوسانات كاذب كمتري در مسير حركت توليد مي

  
  معادلات حاكم بر امواج پوانكاره     ٥

تجربه  به  توجه  با  آزمايشحال  از  كه  عددي  اي  هاي 

يكروش و  مركزي  فشرده  فرارفت  هاي  معادله  با  سويه 

است، به حل عددي معادلات  آمده دستبعدي به خطي يك

با   همراه  اوليه  ارتفاع  ميدان  در  پوانكاره  امواج  بر  حاكم 

  شود.ناپيوستگي پرداخته مي

كم     آب  كممعادلات  لايه  يك  براي  خطي  عمق  عمق 

  اند از: عبارت  fهمگن ناوشكسان از يك شاره، روي صفحه  
ப୳

ப୲
− fv = −g

ப஗

ப୶
 , )١٤                                                    (  

ப୴

ப୲
+ fu = −g

ப஗

ப୷
 , )١٥                                                    (  

பη

ப୲
+ h

ப୳

ப୶
+ h

ப୴

ப୷
= 0 )١٦                                                  (  

 
مؤلفه به   vو    uكه   جهت  ترتيب  در  سرعت   yو    xهاي 

با   و  است  ثابت  مرجع  لايه  ضخامت  داده    hهستند.  نشان 

نشان مي  ηشود.  مي را  آزاد  و  ارتفاع سطح  شتاب    gدهد 

 fتحت تخمين صفحه    fگرانشي است. پارامتر كوريوليس  

  ثابت است. 

 yشود حوزه در جهت  در چارچوب اين مقاله، فرض مي    

به   نسبت  مشتقات  همه  بنابراين  است؛  حذف    yهمگن 

  yشوند. بايد توجه داشت كه در صورت حذف راستاي  مي

چون حوزه در    .توانند وجود داشته باشندكلي نميامواج به 

به حالت يك  yجهت   بعدي كاهش  نامتناهي است، مسئله 

جهت  مي در  حوزه  البته  مي  xيابد.  باقي  ماند متناهي 

)/Lx/L( ٢٢      و در نتيجه، معادلات پيشين در جهت

x شوند:خلاصه مي  
ப୳

ப୲
− fv = − g

ப஗

ப୶
 , )١٧                                                    (  

ப୴

ப୲
+ fu = 0, )١٨                                                                 (  

பη

ப୲
+ h

ப୳

ப୶
= 0. )١٩                                                                   (  

بتوان معادلات (     اينكه    كرد،بعد  ) را بي١٩) تا (١٧براي 

f  د يجد  مشخصه   يها اسيمق  ديبا ିଵ،  L،  η଴  و  Lhିଵfη଴ 

براي زمان، مكان، ارتفاع و سرعت لحاظ شوند. با   بيترتبه 

به بعدها معادلات بياستفاده از اين مقياس -دستشده زير 

  آيند: مي
డ௨

డ௧
− 𝑣 = − 𝛼ଶ డఎ

డ௫
 , )٢٠                                                     (  

డ௩

డ௧
+ 𝑢 = 0, )٢١                                                                       (  

డఎ

డ௧
+

డ௨

డ௫
= 0. )٢٢                                                                     (  

    يا شعاع به مقياس طول  تغيير شكل راسبي  نسبت شعاع 

  شود:بعد ناميده ميتغيير شكل راسبي بي 

𝛼 =
ඥ୥୦

୤୐
)٢٣(                                                                     

ناميده   پوانكاره  امواج  بر  حاكم  معادلات  فوق،  معادلات 

  t=٠شوند. توجه داشته باشيد كه معادلات پوانكاره براي  مي

x],[و  
٢
١

٢
١

   شاره   هيلا  كي  يزماناند. تكامل  تعريف شده  

ي در شرط اوليه ارتفاع  وستگيناپ  با  همراه   حركت،يب  ابتدا   در

  :شودمطالعه مي

u(x, 0) = v(x, 0) = 0 )٢٤(                                             

η(x, 0) = sign(x) = ൜
−1      −1 2⁄ ≤ x < 0  

1       0 < x ≤ 1 2⁄   
 

)٢٥(  

آزمايش همه  باهمچنين  عددي    هاي 
s

f
١١ 4  ،

٢١ s/mg   ،mh و    ١mL 6١    انجام
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 منجر بهاند شده  ١١   . شوديم /

 
  حل تحليلي معادلات حاكم بر امواج پوانكاره     ١-٥

راه  گام،  اولين  بر در  حاكم  معادلات  براي  تحليلي  حلي 

پوانكاره ( تا (٢٠امواج  )  ٢٠شود. از معادله () ارائه مي٢٢) 

  شود:مشتق گرفته مي  x) نسبت به  ٢٢و از معادله (  tنسبت به  
பమ୳

ப୲మ −
ப୴

ப୲
= −αଶ பమη

ப୲ ப୶
, )٢٦(                                                    

பమη

ப୶ ப୲
 + 

பమ୳

ப୶మ = 0. )٢٧                                         (  

) رابطه  جاي  ٢١از  به  و  استفاده   (ப୴

ப୲
  ) رابطه   u)،  ٢٦در 

رابطه (جايگزين مي از  استفاده  با  ) در رابطه  ٢٧شود. حال 

  آيد:ميدستبه ) معادله زير  ٢٦(
பమ୳

ப୲మ + u = −αଶ பమ୳

ப୶మ )٢٨                                          (  

تواند با روش جداسازي متغيرها به صورت  ) مي٢٨معادله (

  تحليلي زير حل شود: 

u(x, t) =

∑ H୨(−1)୨ାଵ ஑మ୩ౠ

னౠ
sin൫ω୨t൯ cos൫k୨x൯,ஶ

୨ୀଵ  )٢٩(       

v(x, t) = ∑ H୨(−1)୨ାଵ ஑మ୩ౠ

னౠ
మ ൣcos൫ω୨t൯ −ஶ

୨ୀଵ

1൧ cos൫k୨x൯,                                                    )٣٠ (  

η(x, t) = ∑ H୨(−1)୨ାଵ sin൫k୨x൯ ൜1 −ஶ
୨ୀଵ

αమ୩ౠ
మ

ωౠ
మ ൣ1 − cos൫ω୨t൯൧ൠ , )٣١                                           (  

H୨ دوره تناوب و    ω୨عدد موج،    k୨كه   =
ସ(ିଵ)ౠ

୩ౠ
  .است   

  

امواج       ٢-٥ بر  حاكم  معادلات  مرزي  شرايط 
  پوانكاره 
شبيه شرط  در  نوع  دو  پوانكاره،  معادلات  عددي  سازي 

نفوذ ميمرزي  اِعمال  باز  مرز  و  مؤلفه  ناپذيري  براي  شود. 

نفوذ   uسرعت   ميشرط  لحاظ  عبارت  ناپذيري  به  شود. 

راست   در مرز سمت چپ و مرز سمت  تابع  ديگر، مقدار 

  صفر بايد باشد:

u(x = ± 1 2 , t⁄ )=0                                                   )٣٢ (  

سرعت       مؤلفه  نيازي    vبراي  مرزي  شرايط  اِعمال  به 

مؤلفه   پوانكاره،  امواج  بر  معادلات حاكم  نيست؛ چون در 

بر  گسسته  vسرعت   تنها  آن  معادله  ندارد،  مكاني  سازي 

مؤلفه   خودبه ميدستبه   uاساس  و  شرط  آيد  شامل  خود 

  شود.ناپذيري مينفوذ

سطح       ارتفاع  مؤلفه  مرزهاي ηبراي  در  باز  مرز  شرط   ،

تابع مساوي صفر   اول  سمت چپ و راست اِعمال و مشتق 

شود؛ بنابراين از شرط مرزي گراديان صفر استفاده فرض مي

  شود:مي
ப(ିଵ ଶ⁄ ,୲))

ப୶
=

ப(ଵ ଶ⁄ ,୲))

ப୶
= 0                )٣٣           (  

در مرزهاي سمت چپ و راست   ηبراي محاسبه مقدار تابع  

يابي خطي از تراز زماني قبلي متناسب با مرتبه  از يك ميان

  :شوديم استفاده  ريز رابطه و رفتهكاربه روش 

∑ (−1)୮୮
୫ୀ଴ ቀ

୮!

୫!(୮ି୫)!
ቁ u୫ = 0    )٣٤         (        

  است  هموار  يتابع  u  و  روش  مرتبه  p  ،يعيطب  عدد  m  كه

  ). ٢٠١٠ دوران،(

        

  معادلات حاكم بر امواج پوانكارهحل عددي       ٣-٥
امواج  بر  حاكم  معادلات  عددي  حل  به  بخش  اين  در 

با استفاده از روش هاي تفاضلي فشرده مركزي و پوانكاره 

مييك پرداخته  تجربه سويه  با  بخش شود.  در  كه  هاي  اي 

ها براي حل عددي معادله خطي قبلي با استفاده از اين روش

رسد كه مسئله  آمد، اكنون نوبت به آن ميدستفرارفت به 

واقعي مدل  تعميم به يك  پوانكاره  معادلات  يعني حل  تر، 

  داده شود. 
  

  سازي معادلات پوانكاره با رونگ گسسته    ١-٣-٥ 

كوتا مرتبه چهارم در زمان و مرتبه دوم مركزي در  
  مكان

گسسته روشبراي  با  پوانكاره  معادلات  فوق، سازي  هاي 

  شود:ضرب مي t∆) در  ٢٢) تا (٢٠ابتدا معادلات (

∆t
ப୳

ப୲
= ∆t ቂv − αଶ ப஗

ப୶
ቃ               )٣٥    (              

∆t
ப୴

ப୲
= −∆tu                                             )٣٦ (  
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∆t
ப஗

ப୲
= −∆t

ப୳

ப୶
                                           )٣٧(  

رابطه   از  استفاده  با  qଵحال  = ∆t
ப୳

ப୲
رونگ   روش    در 

گسسته و  دوم  كوتا  مرتبه  روش  با  مكاني  قسمت  سازي 

  آيند:ميدستمركزي، روابط زير به 

qଵ౫
= ∆t ቂv୧

୬ − αଶ ஗౟శభ
౤ ି஗౟షభ

౤

ଶ∆୶
ቃ                      )٣٨ (  

qଵ౬
= −∆t(u୧

୬)                                             )٣٩(  

qଵಏ
= −∆t ቂ

୳౟శభ
౤ ି୳౟షభ

౤

ଶ∆୶
ቃ                                   )٤٠(  

) از روش  ٩) تا (٦هاي (طور مشابه و با توجه به رابطهبه     

را    ٤qو    ٣q،  ٢qتوان متغيرهاي كمكي  كوتا مي  -رونگ

  ي رينفوذناپذ  يمرز  طيشرامحاسبه كرد. در نهايت، با اِعمال  

مقادير  )، ٩(  رابطه از استفاده   و) ٣٣( باز يمرز شرط  و) ٣٢(

شود.  محاسبه مي  ١nهاي معادلات پوانكاره در گام  مؤلفه

در ابتدا و انتهاي حوزه با استفاده از    𝜂مقادير مرزي مؤلفه  

  اند از: ) عبارت ٣٤يابي خطي (ميان

𝑖 = 1 ∶              𝜂ଵ
௡ାଵ =  2𝜂ଶ

௡ − 𝜂ଷ
௡ )٤١             (  

𝑖 = 𝑁௫ ∶     𝜂ே௫
௡ାଵ =  2𝜂ேೣିଵ

௡ − 𝜂ேೣିଶ
௡ .    )٤٢(  

شكل      و    -١الف،    -١هاي  در  عددي    -١ج  حل  ه، 

از  مؤلفه  استفاده  با  پوانكاره  امواج  بر  معادلات حاكم  هاي 

رونگ و روش  مركزي در مكان  دوم  مرتبه  كوتا    -روش 

پله  اوليه  تأثير شرط  زمان تحت  در  چهارم  (مرتبه  )،  ٢٥اي 

٤٠٠=Nx    ٠٠٠١/٠زماني    گامو t   ٢  بعديب  زمان  در=t  

 حل راه   و  ممتد  خط  با  يل يتحل  حلراه .  است  شده   داده   نشان

  .است  شده  مشخص  نيچخط با  يعدد

شكلهمان     در  ميطوركه  مشاهده  نوسانات  ها  شود، 

كاذب زيادي وجود دارند. هرچه تعداد نقاط شبكه افزايش  

شوند،  تر شود، نه تنها نوسانات كمتر نمييابد و شبكه ظريف

پرنوسان شود. علت آن به شرط  تر نيز ميبلكه حل عددي 

اي شرطي صاف  گردد. شرط اوليه تابع پله ) برمي٢٥اوليه (

توليد مي نوسانات كاذب  ازاين و هموار است كه  رو  كند؛ 

هايي با گراديان  اي استفاده شود كه گوشهبايد از شرط اوليه 

غيرصفر داشته باشد. شرط اوليه تانژانت هذلولوي به صورت  

  شود:زير تعريف مي

η(𝑥, 0) = tanh(𝑅𝑥)       )٤٣ (                                     

كند كه چگونه انتقال  پارامتر شيب است و كنترل مي 𝑅كه 

تر باشد، اين شرط  بزرگ  𝑅باشد. هرچه    ١و    - ١شيب بين  

تر خواهد بود. حل عددي بالا با  نزديكاي  اوليه به تابع پله 

 ،R=١٠٠)، پارامتر شيب  ٤٣شرط اوليه تانژانت هذلولوي (

٤٠٠=Nx    ٠٠٠١/٠و گام زماني t   ٢  بعديب  زمان  در=t  

و نشان داده    -١د و    -١ب،    -١هاي  تكرار و نتايج در شكل

نوسانات كاذب  شود،  كه مشاهده ميطورشده است. همان

  شدت كاهش يافته و دقت روش بهتر شده است.به 

  

  سازي معادلات پوانكاره با رونگگسسته     ٢-٣-٥

كوتا مرتبه چهارم در زمان و فشرده مركزي مرتبه 
 چهارم در مكان

گسسته (براي  پوانكاره  معادلات  (٢٠سازي  تا  ابتدا  ٢٢)   ،(

  شوند:ميمعادلات يادشده بر اساس مشتق مكاني مرتب 
డఎ

డ௫
=

ଵ

ఈమ ቂ𝑣 −
డ௨

డ௧
ቃ                                       )٤٤(   

డ௩

డ௧
= −𝑢                                                          )٤٥ (  

డ௨

డ௫
= −

డఎ

డ௧
                                                         )٤٦(  

(رابطه چهارم  مرتبه  مركزي  فشرده  رابطه  در  بالا  )  ١هاي 

  شوند: جايگذاري مي

ଵ

଺
ቂ𝑣௜ିଵ

௡ − ቀ
డ௨

డ௧
ቁ

௜ିଵ

௡

ቃ +
ଶ

ଷ
ቂ𝑣௜

௡ − ቀ
డ௨

డ௧
ቁ

௜

௡

ቃ +

ଵ

଺
ቂ𝑣௜ାଵ

௡ − ቀ
డ௨

డ௧
ቁ

௜ାଵ

௡

ቃ =
ఈమ

ଶ∆௫
[𝜂௜ାଵ

௡ −

𝜂௜ିଵ
௡ ]                                                                      )٤٧ (  

ቀ
డ௩

డ௧
ቁ

௜

௡

= −𝑢௜
௡                                                  )٤٨(  

ଵ

଺
ቀ

డఎ

డ௧
ቁ

௜ିଵ

௡

+
ଶ

ଷ
ቀ

డఎ

డ௧
ቁ

௜

௡

+
ଵ

଺
ቀ

డఎ

డ௧
ቁ

௜ାଵ

௡

=

−
ଵ

ଶ∆௫
[𝑢௜ାଵ

௡ − 𝑢௜ିଵ
௡ ]                                        )٤٩ (  
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  (الف) 

  
  (ب)

  
  (ج) 

  
  (د)

  
  (ه) 

  
  (و) 

بعد كوتا مرتبه چهارم در زمان و روش مرتبه دوم مركزي در مكان در زمان بي  -هاي معادلات حاكم بر امواج پوانكاره با روش رونگ عددي مؤلفهحل  .١شكل 

٢=t   (الف) مؤلفه𝑢 اي (ب) مؤلفه با شرط اوليه پله𝑢  با شرط اوليه تانژانت هذلولوي (ج) مؤلفه𝑣  اي (د) مؤلفه  با شرط اوليه پله𝑣   با شرط اوليه تانژانت

  . با شرط اوليه تانژانت هذلولوي ηاي (و) مؤلفه با شرط اوليه پله  𝜂هذلولوي (ه) مؤلفه  

شوند و با توجه به  ضرب مي  𝑡∆) در  ٤٩) تا (٤٧هاي (رابطه

𝑞ଵرابطه   = ∆𝑡
డఝ

డ௧
رونگ   روش  (رابطه    -از  )  ٩كوتا 

 داريم: 
ଵ

଺
൫𝑞ଵೠ

൯
௜ିଵ

௡
+

ଶ

ଷ
൫𝑞ଵೠ

൯
௜

௡
+

ଵ

଺
൫𝑞ଵೠ

൯
௜ାଵ

௡
=

X

U
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 ∆𝑡 ቂ
ଵ

଺
𝑣௜ିଵ

௡ +
ଶ

ଷ
𝑣௜

௡ +
ଵ

଺
𝑣௜ାଵ

௡ ቃ −

ఈమ∆௧

ଶ∆௫
[𝜂௜ାଵ

௡ − 𝜂௜ିଵ
௡ ]  )٥٠    (                                        

൫𝑞ଵೡ
൯

௜

௡
= −∆𝑡𝑢௜

௡                                      )٥١ (  

 
ଵ

଺
ቀ𝑞ଵആ

ቁ
௜ିଵ

௡

+
ଶ

ଷ
ቀ𝑞ଵആ

ቁ
௜

௡

+
ଵ

଺
ቀ𝑞ଵആ

ቁ
௜ାଵ

௡

=

−
∆௧

ଶ∆௫
[𝑢௜ାଵ

௡ − 𝑢௜ିଵ
௡ ]                                     )٥٢ (  

)  ٥٠هاي () بر رابطه ٣٣) و (٣٢پس از اعِمال شرايط مرزي (

دهند. با  قطري تشكيل مي)، ضرايب آنها ماتريس سه٥٢و (

الگوريتم توماس كه يك روش محاسباتي براي حل دستگاه  

بهسهمعادلات   است،  مقادير  قطري  براي   ١qراحتي 

روشميدستبه   𝜂و    𝑢هاي  مؤلفه  رياضي  آيد.  بسته  هاي 

لذا   زياد دشوار است؛  با تعداد  براي حل دستگاه معادلات 

هاي تحليل عددي نياز  براي اجراي كامپيوتري آن به روش

بدون نياز به ماتريس قطري    ١q) مقادير  ٥١است. در رابطه (

)  ٦كوتا (  -هاي رونگشوند. با استفاده از رابطهمحاسبه مي

و    ٣q، ٢qتوان متغيرهاي كمكي مي ١q) مشابه حالت ٩تا (

٤q   را محاسبه كرد. مقادير مرزي مؤلفه𝜂   در ابتدا و انتهاي

ميان از  استفاده  با  (حوزه  خطي  رابطه٣٤يابي  مشابه  هاي  ) 

هاي  مقادير مؤلفه شوند و در نهايت،  ) محاسبه مي٤٢) و (٤١(

𝑢 ،𝑣   و𝜂  ١در گام+n  آيند.ميدستبه  

شكل      و    -٢الف،    -٢هاي  در  عددي    -٢ج  حل  ه، 

از  مؤلفه  استفاده  با  پوانكاره  امواج  بر  معادلات حاكم  هاي 

روش   و  مكان  در  چهارم  مرتبه  مركزي  فشرده  روش 

پله رونگ اوليه  در زمان تحت شرط  مرتبه چهارم  اي  كوتا 

)٤٠٠)،  ٢٥=Nx    ٠٠٠١/٠و گام زماني=t  بعديب  زمان  در 

٢=t  شكل در  است.  شده  داده  كاذب  نشان  نوسانات  ها 

تانژانت  مشاهده مي اوليه  قبلي، شرط  شود كه مشابه بخش 

) پله ٤٣هذلولوي  تابع  اوليه  شرط  جايگزين   () )  ٢٥اي 

تابعي هموار است. همانمي كه  هاي  طوركه در شكلشود 

و    -٢ب،    -٢ ميو    -٢د  كاذب  مشاهده  نوسانات  شود، 

  شدت كاهش يافته و دقت روش بهتر شده است.به 
  

  

  سازي معادلات پوانكاره با رونگ گسسته     ٣-٣-٥

سويه مرتبه كوتا مرتبه چهارم در زمان و فشرده يك
 سوم در مكان 

)، از رابطه  ٢٢) تا (٢٠سازي معادلات پوانكاره (براي گسسته

  𝛼شود؛ زيرا مقدار  ) استفاده مي٢(سويه پسرو  فشرده يك

) عددي مثبت است. مشابه بخش قبل، روابط  ٢٠در رابطه (

)٤٤) تا   (٤٦) رابطه  در  در  ٢)  و  جايگذاري   (∆𝑡   ضرب

𝑞ଵشوند. با توجه به رابطه  مي = ∆𝑡
డఝ

డ௧
  از روش رونگ  

  ) داريم:٩كوتا (
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௜
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௡]    )٥٣(                                            

൫𝑞ଵೡ
൯

௜

௡
= −∆𝑡𝑢௜

௡                                           )٥٤ (  
ହ

ଵଶ
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ቁ
௜ିଵ

௡

+
଼

ଵଶ
ቀ𝑞ଵആ

ቁ
௜

௡
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ଵ
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−
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) و شرط مرزي  ٣٢پس از اِعمال شرط مرزي نفوذناپذيري (

) به ٣٣باز  روابط  ضرايب  فوق،  روابط  در  آمده دست) 

 ١qراحتي مقادير  دهند كه به قطري ميتشكيل ماتريس سه

مؤلفه    از  استفاده   با.  نديآيمدستبه   𝜂  و  𝑢هاي  براي 

  توان يم  ١q  حالت   مشابه)  ٩(  تا)  ٦(  كوتا  -رونگ  يهارابطه 

مقادير   ٤qو    ٣q،  ٢qكمكي    يرهايمتغ كرد.  محاسبه  را 

مؤلفه   ميان  𝜂مرزي  از  استفاده  (با  خطي  مشابه  ٣٤يابي   (

شوند و در نهايت، مقادير ) محاسبه مي٤٢) و (٤١هاي (رابطه

  آيند.ميدستبه  n+١در گام  𝜂و   𝑢 ،𝑣  هاي مؤلفه

شكل       و    -٣الف،    -٣هاي  در  عددي    -٣ج  حل  ه 

از  مؤلفه استفاده  با  پوانكاره  امواج  بر  معادلات حاكم  هاي 

يك فشرده  روش  روش  و  مكان  در  سوم  مرتبه  سويه 

پله رونگ در زمان تحت شرط اوليه  اي  كوتا مرتبه چهارم 

)٢٥  ،(  
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  (الف) 
  

  
  (ب)
  

  
  (ج) 
  

  
  (د)
  

  
  (ه) 

  
  (و) 

بعد كوتا مرتبه چهارم در زمان و روش فشرده مركزي مرتبه چهارم در مكان در زمان بي  -هاي معادلات حاكم بر امواج پوانكاره با روش رونگ حل عددي مؤلفه .٢شكل 

٢=t   (الف) مؤلفه𝑢  اي (ب) مؤلفه با شرط اوليه پله𝑢  با شرط اوليه تانژانت هذلولوي (ج) مؤلفه𝑣  اي (د) مؤلفه  با شرط اوليه پله𝑣  (ه) با شرط اوليه تانژانت هذلولوي

  . با شرط اوليه تانژانت هذلولوي ηاي (و) مؤلفه با شرط اوليه پله 𝜂مؤلفه 
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  (الف)
  

  
  (ب)
  

  
  (ج)
  

  
  (د)
  

  
  (ه) 

  
  (و)

سويه مرتبه سوم در مكان در  كوتا مرتبه چهارم در زمان و روش فشرده يك  -هاي معادلات حاكم بر امواج پوانكاره با روش رونگ حل عددي مؤلفه .٣شكل 

با شرط اوليه   𝑣اي (د) مؤلفه با شرط اوليه پله  𝑣با شرط اوليه تانژانت هذلولوي (ج) مؤلفه  𝑢اي (ب) مؤلفه با شرط اوليه پله 𝑢(الف) مؤلفه   t=٢بعد زمان بي

  .با شرط اوليه تانژانت هذلولوي ηاي (و) مؤلفه با شرط اوليه پله  𝜂تانژانت هذلولوي (ه) مؤلفه 
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٤٠٠=Nx    ٠٠٠١/٠و گام زماني =t   ٢ بعديب  زمان  در=t  

همان  است.  شده  داده  شكلگونه نشان  در  مشاهده  كه  ها 

ها و نزديك هاي داخلي شكلشود، نوسانات در قسمت مي

  به نقاط ناپيوسته بيشتر است. 

)  ٢٥اي (هاي قبلي، با تغيير شرط اوليه تابع پله مشابه بخش     

شيب  تابع  اوليه  شرط  با  آن  جايگزيني  تانژانت  و  دار 

) شكل٤٣هذلولوي  مطابق  و    -٣ب،    -٣هاي  )،  و    -٣د 

  اند. نوسانات كاذب تا حد زيادي حذف شده 

  

با گسسته     ٤-٣-٥ پوانكاره  معادلات  سازي 
سويه كوتا مرتبه چهارم در زمان و فشرده يكرونگ

  مرتبه پنجم در مكان 
(گسسته براي پوانكاره  معادلات  تا  ٢٠سازي  به  ٢٢()   (

ميروش عمل  قبلي  بخش  مشابه  فوق،  اين  هاي  با  شود 

سويه مرتبه پنجم، هر نقطه  روش فشرده يك تفاوت كه در

شبكه به دو نقطه قبل و بعد از آن وابسته است و در حقيقت  

نقطه  پنج  (روشي  روابط  است.  (٤٤اي  تا  روش  ٤٦)  در   (

يك (فشرده  پيشرو  پنجم  مرتبه  جايگذاري  ٤سويه   (

  شوند:مي

11 ቂ𝑣௜ାଶ
௡ − ቀ

డ௨

డ௧
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௜ାଶ

௡

ቃ + 238 ቂ𝑣௜ାଵ
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ቃ +
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ቃ + 1138 ቂ𝑣௜ିଵ
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ቃ +

101 ቂ𝑣௜ିଶ
௡ − ቀ

డ௨
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ቁ

௜ିଶ

௡

ቃ =
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[𝜂௜ାଶ

௡ + 18𝜂௜ାଵ
௡ +

30𝜂௜
௡ − 38𝜂௜ିଵ

௡ − 11𝜂௜ିଶ
௡ ]                        )٥٦(        

ቀ
డ௩

డ௧
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௜

௡

= −𝑢௜
௡                                                         )٥٧(  

11 ቀ
డఎ

డ௧
ቁ

௜ାଶ

௡

+ 238 ቀ
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شوند و با توجه به  ضرب مي  𝑡∆) در  ٥٨) تا (٥٦هاي (رابطه

𝑞ଵرابطه   = ∆𝑡
డఝ

డ௧
 ) داريم: ٩كوتا (  -از روش رونگ 
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𝑛 ] )٦١(                      

    ) نفوذناپذيري  مرزي  شرط  اعِمال  از  شرط  ٣٢پس  و   (

)، ضرايب روابط جديد  ٦١) و (٥٩) بر روابط (٣٣مرزي باز (

دهند كه با  آمده تشكيل يك ماتريس پنج قطري ميدستبه 

دستگاه  حل  گاوسروش  (روش  خطي  جردن)،    -هاي 

آيد. در رابطه  ميدستبه   𝜂و   𝑢هاي براي مؤلفه  ١qمقادير  

راحتي بدون نياز به حل دستگاه محاسبه به   ١q) مقادير  ٦٠(

) تا  ٦كوتا (هاي رونگشوند. همچنين با استفاده از رابطهمي

و    ٣q،  ٢qتوان متغيرهاي كمكي  مي  ١q) مشابه حالت  ٩(

٤q    مؤلفه مرزي  مقادير  كرد.  محاسبه  از    𝜂را  استفاده  با 

  اند از: ) عبارت ٣٤يابي خطي (ميان
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-ه حل عددي مؤلفه  -٤ج و    -٤الف،   -٤هاي در شكل    

روش  اي معادلات حاكم بر امواج پوانكاره با استفاده از  ه

كوتا    -سويه مرتبه پنجم در مكان و روش رونگفشرده يك

پله  اوليه  شرط  تحت  زمان  در  چهارم  (مرتبه  )،  ٢٥اي 

٤٠٠=Nx    ٠٠٠١/٠و گام زماني =t   ٢ بعديب  زمان  در=t  

شود، مشابه  كه مشاهده ميطورنشان داده شده است. همان 

هاي  سويه مرتبه سوم، نوسانات در قسمتروش فشرده يك 

ها و نزديك به نقاط ناپيوسته بيشتر است. اين  داخلي شكل

افزايش نوسانات كاذب به علت استفاده از شرط اوليه تابع  

كارگيري دوباره شرط  ) است؛ بنابراين با به٢٥اي هموار (پله 



 ٦١                                                                                                                        هيسوك ي و ي مركز فشرده يهابا استفاده از روش پوانكارهامواج   يعدد يسازهيشب

  

 
  (الف)

  

  
  (ب)

   

  
  (ج)

  
  (د)

  
  (ه) 

  
  (و)

سويه مرتبه پنجم در مكان در  كوتا مرتبه چهارم در زمان و روش فشرده يك  -امواج پوانكاره با روش رونگ هاي معادلات حاكم بر حل عددي مؤلفه .٤شكل 

با شرط اوليه   𝑣اي (د) مؤلفه با شرط اوليه پله  𝑣با شرط اوليه تانژانت هذلولوي (ج) مؤلفه  𝑢اي (ب) مؤلفه با شرط اوليه پله 𝑢(الف) مؤلفه   t=٢بعد زمان بي

  .با شرط اوليه تانژانت هذلولوي ηاي (و) مؤلفه با شرط اوليه پله  𝜂تانژانت هذلولوي (ه) مؤلفه 
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( اوليه شيب تانژانت هذلولوي    - ٤هاي) مطابق شكل٤٣دار 

  يابد.   شدت كاهش ميبهو نوسانات كاذب    -٤د و   -٤ب، 

جدول       مؤلفه   ٢در  كلي  خطاي  معادلات مقادير  هاي 

اي  )، شرط اوليه پله ١٠حاكم بر امواج پوانكاره با نرم مربعي (

  t=٢بعد  در زمان بي  ٤٠٠و    ١٠٠) و تعداد نقاط شبكه  ٢٥(

تمام  طوركه مشاهده ميمحاسبه شده است. همان شود، در 

يابد و  ها با افزايش نقاط شبكه، مقدار خطا كاهش ميروش

سويه مرتبه پنجم خطاي كمتري نسبت به  روش فشرده يك

  ها و دقت عددي بيشتري دارد.   ديگر روش

  

  . t=٢بعد اي در زمان بيمتفاوت با شرط اوليه تابع پله براي تعداد نقاط شبكه معادلات حاكم بر امواج پوانكاره هاي مقايسه خطاي كلي حل عددي مؤلفه .٢جدول 

  𝑢مؤلفه سرعت  

  خطاي كلي   ) xN( تفكيك  خطاي كلي  ) xNتفكيك (  سازي زماني گسسته  روش

  ١٢١/٣-١٠  ٤٠٠  ١٧٥/٥-١٠ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   مرتبه دوم مركزي

  ١٠٥/٢-١٠  ٤٠٠  ١٢١/٤-١٠  ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   فشرده مرتبه چهارم

 ١٦٤/٢-١٠ ٤٠٠ ١٧٤/٤-١٠ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   سويه مرتبه سوم فشرده يك

 ١٧١/١-١٠ ٤٠٠ ١٨٦/٣-١٠ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   سويه مرتبه پنجمفشرده يك

 𝑣مؤلفه سرعت  

  ٣٧٣/٥-١٠  ٤٠٠  ٢٣٨/٢-١٠ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   مرتبه دوم مركزي

  ٣٧٤/٤-١٠  ٤٠٠  ٢٠٥/٢-١٠  ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   فشرده مرتبه چهارم

 ٣٢٥/٥-١٠ ٤٠٠ ٢٢٣/٢-١٠ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   سويه مرتبه سوم فشرده يك

 ٣٩١/٣-١٠ ٤٠٠ ٢٥٩/١-١٠ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   سويه مرتبه پنجمفشرده يك

 𝜂مؤلفه ارتفاع سطح  

  ١٧٦/٢-١٠  ٤٠٠  ١٠١/٤-١٠ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   مرتبه دوم مركزي

  ١٧٢/١-١٠  ٤٠٠  ١٢٧/٣-١٠  ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   فشرده مرتبه چهارم

 ١٣٧/٢-١٠ ٤٠٠ ١٥٧/٣-١٠ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   سويه مرتبه سوم فشرده يك

 ١٥٧/١-١٠ ٤٠٠ ١٠١/٣-١٠ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   مرتبه پنجمسويه فشرده يك

  

اين مقادير خطاي كلي با شرط اوليه تانژانت    ٣در جدول      

) محاسبه شده است. مطابق اين جدول، مقدار  ٤٣هذلولوي (

كاهش يافته است. علت آن    ٢خطاي كلي نسبت به جدول  

دار است كه باعث كاهش  استفاده از يك شرط اوليه شيب 

مي كاذب  يكنوسانات  فشرده  روش  همچنين  سويه  شود. 

پنجم خطاي كمتري نسبت به ديگر روش ها و دقت  مرتبه 

  عددي بيشتري دارد.  

  

برنامه     ٦ اجراي  زمان  عددي بررسي  حل  هاي 
  معادلات حاكم بر امواج پوانكاره

هاي حل عددي  هاي عددي، زمان اجراي برنامه بيني در پيش

-بيني تا زمان معيني مياهميت زيادي دارد؛ زيرا نتايج پيش 

- دستتواند مفيد باشد و اگر نتايج پس از آن زمان معين به 

اجراي  زمان  مدت  داشت.  نخواهد  كاربردي  ديگر  آيد، 

سازي مكاني معادلات هاي مختلف گسستههاي روشبرنامه

اندازه  دقت  به  پوانكاره  امواج  بر  است  حاكم  شده  گيري 

سويه مرتبه  ، روش فشرده يك٤). بر اساس جدول  ٤(جدول  

پنجم كه خطاي محاسباتي كمتري داشت، زمان محاسباتي  

ها دارد و با افزايش نقاط  خيلي بيشتري نسبت به ديگر روش

به  محاسباتي  زمان  اين  افزايش ميشبكه،  علت  شدت  يابد. 

سويه مرتبه پنجم، روشي پنج  اين است كه روش فشرده يك

اي است و ماتريس ضرايب آن تشكيل يك ماتريس نقطه 
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ميپنج تأثير  قطري  محاسبات  زمان  در  عمل  اين  كه  دهد 

بهينه  به دنبال روش  اگر ما  بنابراين  اي هستيم  زيادي دارد؛ 

محاسباتي   زمان  كمتر،  محاسباتي  خطاي  بر  علاوه  كه 

ها داشته باشد، روش فشرده كمتري نيز نسبت به ديگر روش

را  يك چهارم  مرتبه  مركزي  فشرده  و  سوم  مرتبه  سويه 

  توان انتخاب كرد.مي
  

بعد  هاي معادلات حاكم بر امواج پوانكاره براي تعداد نقاط شبكه متفاوت با شرط اوليه تانژانت هذلولوي در زمان بيمقايسه خطاي كلي حل عددي مؤلفه .٣جدول 

٢=t.  

  𝑢مؤلفه سرعت  

  خطاي كلي   ) xNتفكيك (  خطاي كلي  ) xNتفكيك (  سازي زماني گسسته  روش

  ١٤٢/٢-١٠  ٤٠٠  ١١٧/٥-١٠ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   مرتبه دوم مركزي

  ١٧٦/١-١٠  ٤٠٠  ١٩٥/٣-١٠  ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   فشرده مرتبه چهارم

 ١٩٠/١-١٠ ٤٠٠ ١٠٣/٤-١٠ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   سويه مرتبه سوم فشرده يك

 ١٤١/١-١٠ ٤٠٠ ١٥١/٣-١٠ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   سويه مرتبه پنجمفشرده يك

 𝑣مؤلفه سرعت  

  ٢٩١٤-١٠  ٤٠٠  ٢١٥/٢-١٠ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   مرتبه دوم مركزي

  ٢١٦/٤-١٠  ٤٠٠  ٢٨٥/١-١٠  ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   فشرده مرتبه چهارم

 ٢٥٦/٤-١٠ ٤٠٠ ٢٩٨/١-١٠ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   سويه مرتبه سوم فشرده يك

 ٢٨٤/٣-١٠ ٤٠٠ ٢٦٥/١-١٠ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   سويه مرتبه پنجمفشرده يك

 𝜂مؤلفه ارتفاع سطح  

  ١٠١/٢-١٠  ٤٠٠  ١٦٧/٣-١٠ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   مرتبه دوم مركزي

  ١٣٩/١-١٠  ٤٠٠  ١٦٢/٢-١٠  ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   فشرده مرتبه چهارم

 ١٥١/١-١٠ ٤٠٠ ١٨١/٢-١٠ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   سويه مرتبه سوم فشرده يك

 ١١٢/١-١٠ ٤٠٠ ١٢٩/٢-١٠ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   سويه مرتبه پنجمفشرده يك

  

  با شرط اوليه تانژانت هذلولوي.  t=٢بعد در زمان بي متفاوت هاي حل عددي معادله پوانكاره با تعداد نقاط شبكه قايسه مدت زمان اجراي برنامهم .٤جدول 

  زمان (ثانيه)   ) xNتفكيك (  زمان (ثانيه)  ) xNتفكيك (  سازي زماني گسسته  روش

  ٥٨/٣٥  ٤٠٠  ٨٤/٨ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   مرتبه دوم مركزي

  ١٥/٣٨  ٤٠٠  ٣٧/٩  ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   فشرده مرتبه چهارم

 ٥١/٣٦ ٤٠٠ ٠٦/٩ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   سويه مرتبه سوم فشرده يك

 ٣٧٤٠ ٤٠٠ ٩٢٥ ١٠٠  كوتا مرتبه چهارم   -رونگ   سويه مرتبه پنجمفشرده يك

 

  سويه هاي فشرده مركزي و يكمقايسه روش    ٧
روش در  خطا  مقدار  محاسبه  عددي  براي  مختلف  هاي 

(اِعمال مربعي  نرم  از  پوانكاره  معادلات  براي  ) ١٠شده 

ها جالب است كه  استفاده شده است. قبل از مقايسه روش

نرم   محاسبه  با  آنها  از  هريك  خطاي  روي    ٢lمقدار 

به شبكه  تفكيكهاي  (ريزتدريج  شود.  شده  ارزيابي  شده) 

هاي زير خيلي كوچك  شده در آزمايشگام زماني استفاده 

-محاسبه مي  t=٢بعد  و خطا در زمان بي  ) t=-١٠٤است ( 

نقطه هستند     ٥١٢و  ٢٥٦،  ١٢٨، ٦٤، ٣٢ها شامل ود. شبكه ش

نشان داده شده    ٥و نتايج تجزيه و تحليل خطاها در شكل  

  است.

  شود كه مقدار خطا با افزايش نقاط  مشاهده مي  ٥در شكل      
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در  )R=١٠٠هاي مختلف با شرط اوليه تانژانت هذلولوي (هاي معادلات حاكم بر امواج پوانكاره با نرم مربعي براي شبكهشده مؤلفهخطاي محاسبه. ٥شكل 

  . 𝜂(ج) مؤلفه ارتفاع سطح   𝑣(ب) مؤلفه سرعت   𝑢(الف) مؤلفه سرعت   t=٢بعد زمان بي
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  (الف)

  
  (ب)

  
  (ج)

شرط   ) R(براي مقادير مختلف پارامتر شيب  اينقطه  ٢٥٦هاي معادلات حاكم بر امواج پوانكاره با نرم مربعي در يك شبكه شده مؤلفهخطاي محاسبه .٦شكل

  .𝜂(ج) مؤلفه ارتفاع سطح   𝑣(ب) مؤلفه سرعت   𝑢(الف) مؤلفه سرعت   t=٢بعد اوليه تانژانت هذلولوي در زمان بي
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هاي  يابد. در بين روشها كاهش ميشبكه براي تمام روش

و روش  گفته بيشترين خطا  شده، روش مرتبه دوم مركزي 

سويه مرتبه پنجم كمترين خطا را دارد. علت اين  فشرده يك

و   برش  خطاي  در  بالاتر  مرتبه  داشتن  ضرايب  موضوع، 

يك فشرده  روش  در  كوچك  پنجم  عددي  مرتبه  سويه 

) به جاي شرط اوليه تانژانت  ٢٥اي (است. اگر شرط اوليه پله 

) مي٤٣هذلولوي  استفاده  بي)  به  شد،  خطاها  مقدار  شك 

  كرد. علت هموار بودن شرط فوق افزايش پيدا مي

شرط اوليه تانژانت هذلولوي  استفاده از  ج ينتا ٦ شكل  در    

روش شيب  در  پارامتر  مختلف  مقادير  براي  فوق    𝑅هاي 

نشان داده شده است. بر    𝜂و    𝑢  ،𝑣هاي  ترتيب براي مؤلفهبه 

، ١٠٠تا حدود   𝑅اساس اين شكل، با افزايش مقدار پارامتر  

مؤلفه  خطاي  ميمقدار  كاهش  فوق  افزايش  هاي  با  و  يابد 

از   بيش  به  پارامتر شيب  افزايش  ١٠٠مقدار  مقدار خطاها   ،

يابد؛ بنابراين با افزايش پارامتر شيب، شرط اوليه تانژانت  مي

دار به حالت صاف و هموار تغيير  هذلولوي از حالت شيب

پله پيدا مي اوليه  شبيه شرط  نتيجه،  اي ميكند و  شود و در 

  كند. خطاي بيشتري توليد مي

  

گيري نتيجه     ٨  
اين مقاله  سازي مكاني ذكرشده در  هاي گسستهابتدا از روش

براي حل عددي يك معادله خطي (معادله فرارفت) استفاده  

كوتا نشان داد    -سازي زماني رونگشد. نتايج روش گسسته

مي روشكه  از  معادلات  توان  عددي  حل  در  فوق  هاي 

هاي اقيانوسي ديگر نيز استفاده كرد؛ بنابراين  حاكم بر پديده 

ها براي حل عددي معادلات  در پژوهش حاضر از اين روش 

حاكم بر امواج پوانكاره استفاده شد. از حل عددي معادلات 

مؤلفه   پوانكاره، سه  امواج  بر  در جهت    𝑢حاكم  (سرعت 

𝑥  ،(𝑣    جهت در  و  𝑦(سرعت   (𝜂    (آزاد سطح  (ارتفاع 

(ميدستبه  معادلات  عددي  حل  در  (٢٠آيند.  و   (٢٢  (

پوانكاره به دليل داشتن مشتق مكاني، نوسانات كاذب و در  

مشاهده شد،    𝜂و    𝑢هاي  نتيجه، خطاي بيشتري براي مؤلفه

) معادله  در  نتايج  ٢١اما  است،  مكاني  مشتق  فاقد  كه   (

مؤلفه  دقيق براي  معادلات    𝑣تري  حاصل شد. حل عددي 

پله  اوليه  شرط  دو  براي  هذلولوي،  پوانكاره  تانژانت  و  اي 

تانژانت   اوليه  شرط  داد  نشان  نتايج  شد.  انجام  جداگانه 

گراديان علت  به  با  هذلولوي  مقايسه  در  منحني  بودن  دار 

اي (هموار و صاف) نوسانات كمتري ايجاد  شرط اوليه پله 

بين  مي در  است.  مؤثرتر  كمتر  خطاي  توليد  در  و  كند 

هاي فشرده نسبت به  سازي مكاني، روشهاي گسستهروش

كنند و  روش مرتبه دوم مركزي، خطاي كمتري توليد مي

هاي فشرده، تقريباً در نتيجه، دقت بهتري دارند. در بين روش

به   نسبت  بيشتري  دقت  چهارم  مرتبه  مركزي  فشرده  روش 

يك فشرده  دارد،روش  سوم  مرتبه  فشرده   سويه  روش  اما 

سويه مرتبه پنجم به علت داشتن مرتبه بالاتر در خطاي  يك

خطاي   آن،  خطاي برش  قبل  كوچك  يعدد  بيضر  وبرش  

فشرده   روش  به  نسبت  بيشتري  دقت  نتيجه،  در  و  كمتر 

مركزي مرتبه چهارم دارد. يكي از اهداف مهم اين تحقيق،  

حل از  استفاده  با  ناپيوسته  نقاط  شناسايي  و  هاي  تشخيص 

روش كه  بود  گسسته عددي  در هاي  فوق  فشرده  سازي 

نقاط ناپيوسته عملكرد خوبي از خود   تشخيص و شناسايي 

  نشان دادند.  
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Summary  
Several numerical methods are employed to solve the linearized shallow-water equations 
describing the propagation of Poincaré waves within a one-dimensional finite domain. An 
analytical solution to the problem, set off by a discontinuous step like elevation, is known and 
allows to assess the accuracy and robustness of each method and in particular, their ability to 
capture the traveling discontinuities without generating spurious oscillations. 

    The present work examines and applies the central and non-central compact finite difference 
schemes for the numerical solution of the governing equations of Poincaré waves. 
Undoubtedly, the central and non-central compact spatial discretization methods have higher 
numerical accuracy than the central second-order method, and in places where there is an exact 
solution, the compact methods have shown that these methods are stable under various applied 
boundary conditions and three-diagonal and five-diagonal forms can be used according to 
possible limitations. The fourth-order central compact, the third-order and the fifth-order non
central compact methods are employed to carry out the spatial differencing of the governing 
equations and a fourth-order Runge-Kutta method is used for the temporal discretization. The 
Runge-Kutta time discretization method of the fourth order is a four-step method. In each step, 
a value for an assumed function is calculated in an intermediate time step, and in the next step, 
in the same time step, this value is modified.  
    In this research, first, the one-dimensional advection equation, which has an analytical 
solution, is discretized using the above methods, and the performance and numerical accuracy 
of the methods are measured. Then, the governing equations of Poincaré waves are numerically 
solved using the mentioned methods and the results are compared for two initial conditions 
with discontinuous points. The initial condition of the step function is a smooth condition that 
produces spurious oscillations but the initial condition of the hyperbolic tangent is a sloping 
condition in the corners, which produces less oscillations. Finally, the numerical solutions of 
the central and non-central compact methods are compared with each other and the results are 
analyzed. 
    The central and non-central compact methods work well in detecting and identifying the 
traveling discontinuities. Among the used methods, the non-central compact method of the 
fifth order has better performance. Moreover, it has a lower error and a higher numerical 
accuracy. However, with the increase of grid points, the computational cost of this method 
increases drastically because the fifth-order non-central compact method is a five-point 
method, and the matrix of their coefficients forms a five-diagonal matrix which has a great 
impact on the computational time. 
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