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  مقدمه     ١
هاي  طور گسترده در زمينه عمق به معادلات آب كم

با استفاده . شوند كار گرفته مي مختلف جوي و اقيانوسي به
بندي  توان اثرات چينه عمق دو لايه مي از معادلات آب كم
در برخي از نواحي اقيانوسي يا درياها . را نيز در نظر گرفت

بندي چگالي آب را با تقريب خوبي  توان چينه مي
صورت دولايه فرض كرد و براي توصيف ديناميك   به

به اي را  عمق دولايه هايي معادلات آب كم چنين محيط
؛ ماتسورا و فوجيتا، ٢٠٠٤كاسترو و همكاران، ( كار برد

با توجه به ). ٢٠٠٠رويزين و همكاران،   -؛ كوشمن٢٠٠٦
هاي جوي و اقيانوسي و گستردگي  ماهيت پيچيده ميدان

 زيادهايي با توانايي تفكيك  از روش ها، ن مقياس در آ
در ) هاي فشرده هاي طيفي و روش ازجمله روش(

 با توجه به اينكه. شود سازي عددي استفاده مي شبيه
كارايي مناسبي در حل  ،هاي تفاضل متناهي فشرده روش

اند  ها از خود نشان داده معادلات حاكم بر ديناميك شاره
؛ قادر و ٢٠٠٩مكاران، ؛ قادر و ه١٩٩٢؛ للِ، ١٩٧٥هرش، (

؛ جوان نژاد و ٢٠١٥؛ قادر و نوردستروم، ٢٠١٢همكاران، 
، پژوهش حاضر به اعمال روش فشرده )٢٠١٦همكاران، 

سازي مكاني شكل غيرخطي  مرتبه چهارم جهت گسسته
عمق دولايه برحسب متغيرهاي تاوايي،  معادلات آب كم

 Zكه شكل فشارورد و كژفشار در شب واگرايي و ارتفاع به
با در نظر گرفتن متغيرهاي . اختصاص دارد) ١٩٩٤رندال، (

عمق دولايه  فشارورد و كژفشار، دستگاه معادلات آب كم
 ،شود به دو دستگاه معادلات فشارورد و كژفشار تقسيم مي

هاي فشارورد و كژفشار در  اي كه هر يك از بخش گونه به
ه دستگاه معادلات حاصل، تركيبي از معادلات مربوط ب

هنگام حل عددي اين معادلات، . هاي اول و دوم است لايه
اين شيوه . شوند مي حل  جداگانه بخش فشارورد و كژفشار

عمق  با شيوه متداول در حل عددي معادلات آب كم
چندلايه كه در آن دستگاه معادلات مربوط به هر لايه 

براي حل عددي . متفاوت است ،شوند طور مجزا حل مي به

عمق غيرخطي دو لايه برحسب  كم معادلات آب
هاي مذكور، شرط اوليه كژفشاري در يك ناحيه  ميدان
اين . شد  اي، در نظر گرفته شكل با شرط مرزي دوره مربع

شرط اوليه شبيه به شرط اوليه كژفشار كوتر و همكاران 
جاي تقريب  است؛ با اين تفاوت كه در آن به) ٢٠٠٤(

استفاده شده و ميدان  f ز تقريب صفحه، ا صفحه
اين . تر انتخاب شده است تاوايي پتانسيلي آن كمي پيچيده

لايه  ميدان تاوايي پتانسيلي اوليه، برگرفته از شرط اوليه تك
كه در اينجا  است) ١٩٩٩(دريچل و همكاران ) فشارورد(

تعميم داده  براي محيطي دولايه با شرايط اوليه كژفشار
  .شده است

هاي فشرده   كارگيري روش به با توجه به نتايج مناسبِ
شده معادلات آب  سازي مكاني شكل خطي براي گسسته

؛ اصفهانيان و همكاران، ٢٠٠٠بلايو، (لايه  عمق تك كم
؛ گلشاهي و ١٣٨٩قادر و همكاران، (و دولايه ) ٢٠٠٥

رده ، در اين پژوهش، عملكرد روش فش)٢٠١١همكاران، 
سازي مكاني شكل غيرخطي  مرتبه چهارم در گسسته

برحسب متغيرهاي تاوايي،  ،عمق دولايه معادلات آب كم
روش مرتبه  باشود و نتايج آن  واگرايي و ارتفاع بررسي مي
بندي و  براي فرمول. دردگ دوم مركزي مقايسه مي

ضمني  سازي بخش زماني معادلات نيز روش نيمه گسسته
  .رود مي كار ترازه به سه

  
  معادلات حاكم     ٢

عمق ناوشكسان در محيطي دولايه با  معادلات آب كم
بدون اصطكاك و تنش باد درنظر گرفته  ،كف هموار

شوند كه در آن لايه اول با چگالي كمتر بر روي لايه  مي
ارتفاع  و) (دوم با چگالي بيشتر قرار گرفته و چگالي 

گيل، (در هر لايه مقداري ثابت است ) H(ميانگين 
، )(هاي تاوايي  اين معادلات برحسب ميدان). ١٩٨٢

صورت زير  به Zدر شبكه) h(و ارتفاع ) (واگرايي 
 :است



 ٣                                                                                                                                          لايه با متغيرهاي فشارورد و كژفشار عمق دو حل عددي معادلات آب كم
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Tvuپارامتر كوريوليس،  fكه  ),(u  بردار سرعت

212شتاب گراني،  gافقي،  /)(   gg  گراني
H)1( كاهيده، 111 hh  1(و(H 222 hh   و
  .ندهستدوم  هاي اول و معرف لايه ٢ و ١هاي  انديس

با استفاده از جمع و تفاضل معادلات هر لايه با لايه 
ديگر، دستگاه معادلات فوق به صورت فشارورد و 

  :آيد كژفشار زير در مي
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هاي  ترتيب معرف بخش به bcو bt هاي كه زيرنويس
اي كه  گونه ارورد و كژفشار هستند؛ بهفش

 1bt 1 22    ، 2121  bt  و  2121 hhhbt   براي بخش فشارورد و  2121  bc ، 2121  bc  و  2121 hhhbc  اند و براي بخش كژفشار تعريف شده 
 2121 uuu bt جريان فشارورد و 
 2121 uuu bc جريان كژفشار هستند و 

 g 2 2bt 12gH H f    H و g 2 2bc 12 H f   H 
21اي كه گونه به ؛ندهستعملگرهاي هلمهولتز  HHH  

  .ارتفاع ميانگين كل در اين محيط دولايه است
  
  بندي حل عددي فرمول     ٣

ضمني  از روش نيمه) ٢(دي دستگاه معادلات براي حل عد
اي كه تنها معادلات مربوط به  گونه به ،استفاده شده است

ضمني  صورت نيمه  گرايش زماني واگرايي و ارتفاع به
سازي بخش زماني  در گسسته. شوند بندي مي فرمول

سازي  فراگ و در گسسته ترازي ليپ معادلات، روش سه
و فشرده ) E2S(مركزي هاي مرتبه دوم  مكاني، روش
 بندي ، فرمول١جدول. اند كار رفته به) C4S(مرتبه چهارم 

هاي اول  شده براي محاسبه مشتق كار گرفته هاي به واره طرح
دهد كه داراي  اي را نشان مي شبكه از و دوم در نقاط گره

  ).١٩٩٢؛ للِ، ١٩٧٥هرش، (است  dاي فاصله شبكه
فراگ براي  ترازي ليپ واره سه از طرح با استفاده

بندي  سازي بخش زماني معادلات و طبق فرمول گسسته
  :ضمني داريم نيمه
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كه با استفاده از تعاريف  2/11   nn  و   2/11   nn hhh شوند به شكل زير بازنويسي مي:  
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، معادلات فوق به دو معادله هلمهولتز bcو btبا حذف

  :شوند زير تبديل مي
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هاي اول  براي محاسبه مشتق E2S ،C4Sهاي  بندي روش فرمول .١جدول 
  .در نقاط گرهو دوم 

  روش  بندي فرمول
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را از رابطه  bcو btتوان پس از حل اين دو معادله، مي
هاي  در انتها، مقادير كميت. به دست آورد) ٤(

1nو 1nbthفشارورد
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  :شوند با روابط زير محاسبه مي
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سازي بخش زماني در معادله تاوايي نيز با روش  گسسته

بندي آن به شكل زير  و فرمول فتهگرفراگ انجام  ليپ
  :است
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سازي  فراگ براي گسسته هنگامي كه از روش ليپ

شود، جملات  بخش زماني معادله تاوايي استفاده مي
 ؛شوند غيرخطي موجود در آن، از زمان قبل محاسبه مي

اي كه اندركنش بين جملات غيرخطي موجب  گونه به
خطاي دگرناميدن و در نتيجه ناپايداري غيرخطي ايجاد 

هاي متداول براي جلوگيري از اين  يكي از روش. گردد مي
ناپايداري، افزودن مقداري پخش عددي در هنگام حل 

قادر و   ؛١٩٩٩دريچل و همكاران، (معادله تاوايي است 
با توجه به ). ١٣٩١؛ قادر و همكاران، ١٣٨٥اصفهانيان، 

ت براساس متغيرهاي فشارورد و كژفشار اينكه اين معادلا
اند، جمله پخش مربوط به معادله تاوايي فشارورد  بيان شده

براساس مقادير تاوايي فشارورد و جمله پخش مربوط به 
معادله تاوايي كژفشار براساس مقادير تاوايي كژفشار 

براي نمونه در معادله تاوايي فشارورد، . اند محاسبه شده
  :داريم
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)٨  (         
 

bt 1 1 2 2

2bt bt

1 f ft 2
,

  
 

         
 

u u   

  
 btيك عدد صحيح است و ضريب پخش كه توان

به صورت زير محاسبه  gnبسته به تعداد نقاط شبكه
  :شود مي
  
)٩    (            g

bt bt max2max

nQ , Q max , k .2k      
  
  شرايط اوليه     ٤

21 هش، شرط اوليه كژفشار به صورتدر اين پژو uu  
21و در نتيجه(   21و   ( در يك ناحيه

شكل  مربع  x و  y  با مرزهاي
هاي اول  اي تعريف شده است كه ارتفاع ميانگين لايه دوره

1HH(هم برابرند و دوم با  21  ( گرفتن با درنظرو
221صورت  هب(تقريب مرزسخت   hh(، 21 hh  

هاي فشارورد  به اين ترتيب، در لحظه اوليه كميت. باشد مي
هاي كژفشار با مقادير لايه  صفر هستند، در حالي كه كميت

gg/400 كاهيده  -و گراني 22g. اول برابرند  
 ازاي پارامتر كوريوليس به. درنظر گرفته شده است

10/f 025.04، هر واحد از زمان f  روز
روز  75.3معادل با  150t اي كه زمان گونه به ،است

شعاع تغيير شكل راسبي خارجي . تاس
20/H  fgext  و شعاع تغيير شكل راسبي

H/HH/5.0 داخلي 21int  fg  انتخاب
اين شرط اوليه شبيه به شرط اوليه كژفشار كوتر و . اند شده

با اين تفاوت كه در مطالعه حاضر  ؛است) ٢٠٠٤(همكاران 
تري استفاده شده  هاز ميدان تاوايي پتانسيلي اوليه پيچيد

، )(هاي تاوايي  براي تعيين مقادير اوليه ميدان. است
در اين محيط دولايه، ميدان )h(و ارتفاع  )(واگرايي 

تاوايي پتاسيلي اوليه براي لايه اول معرف يك جت 
شرط اوليه فشارورد دريچل و مداري است كه برگرفته از 

بر اين . لايه است براي يك محيط تك) ١٩٩٩(همكاران 
در لايه اول طبق  1qاساس، ميدان تاوايي پتانسيلي اوليه

  :شود رابطه زير تعريف مي
 
)١٠(1

1
1

m n

q Q sgn( y )( 0.5 y 0.5 )    y 1q ,q                                           y 1
y y c Sin mx c Sin nx

      
  

  




  
fQكه   2 لي است و دامنه پريشيدگي تاوايي پتانسي

و  2mبه ازاي 1.0ncو  1.0mcضرايب
3n اند درنظر گرفته شده.  

، بايد شرايط 1hبراي تعيين ميدان ارتفاع اوليه
21 uu   1وHH 21   ١(در دستگاه معادلات (

  : آيد دست مي در اين صورت، رابطه زير به. اعمال شود
 )١١       (                                        2 1 1g h 2 f ,    
fhqكه به ازاي   111  به معادله هلمهولتز زير تبديل

  :شود مي
 
)١٢ (                                    22 11 1

2 f q 2 fh h .g g      
اي  گونه  به 1hبنابراين، با حل اين معادله، ميدان ارتفاع اوليه 

1H1شود كه ارتفاع ميانگين لايه اول  تعيين مي   باقي
طبق  1qبدون اينكه ميدان تاوايي پتانسيلي اوليه ،بماند

 1qميانگين تاوايي پتانسيلي لايه اول. تغيير كند) ١٠(رابطه 
شود كه ميانگين تاوايي نسبي در كل  اي تعيين مي گونه به

01(ناحيه صفر باشد   (1 و در عين حالH1   و
ر اينجا براي د. نيز برقرار باشد) ١٢ هرابط(معادله هلمهولتز 

01سادگي، ميدان واگرايي اوليه   در نظر گرفته شده
  .است
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  نتايج حل عددي     ٥
عمق دولايه برحسب  در حل عددي معادلات آب كم

كار گرفته شده  متغيرهاي فشارورد و كژفشار، شرط اوليه به
هاي  هاي كژفشار است و مقدار كميت تنها شامل كميت

هاي  صفر هستند، ولي با گذشت زمان، كميت فشارورد
 tبنابراين گام زماني ؛كنند فشارورد نيز مقدار پيدا مي

H/1طبق شرط پايداري  xtg )در مد فشارورد (
در هر دو  xاي شود كه در آن فاصله شبكه تعيين مي

براي هر . يكسان در نظر گرفته شده است yو xراستاي
، 64×64هاي  از سه شبكه با تفكيك C4Sو  E2Sدو روش 

، 01.0هاي زماني به ترتيب با گام 256×256و  128×128
 ٢و  ١هاي شكل. استفاده شده است 0025.0و 005.0

هاي تاوايي نسبي فشارورد و كژفشار را  تحول زماني ميدان
اي با  در شبكه C4Sو  E2Sهاي  به ترتيب براي روش

در لحظات  0025.0tزماني و گام 256×256تفكيك 
150,100,50,0t گونه كه در  همان. دهند نشان مي

شود، ميدان كژفشار اوليه با  هده ميها مشا اين شكل
شود و  گذشت زمان به ساختارهاي ريزتر شكسته مي

كه در لحظه اوليه وجود  btتاوايي نسبي فشارورد
شود و لحظه به لحظه، الگوي  نداشت، در محيط ظاهر مي

ري شباهت بيشت bcآن به الگوي تاوايي نسبي كژفشار
هاي تاوايي پتانسيلي  ميدان ٤و  ٣هاي  شكل. كند پيدا مي

. دهند هاي اول و دوم نشان مي ها را در لايه متناظر آن
تاوايي پتانسيلي در  ها، آشفتگي خطوط هم مطابق اين شكل

است كه  C4Sبه مراتب بيشتر از روش  E2Sروش 
. دهند را نشان مي C4Sصورت كيفي عملكرد بهتر روش  به

ارزيابي كمي عملكرد اين دو روش عددي، پايستگي براي 
  .شد انرژي و پايستگي جرم نيز بررسي

در تحليل پايستگي انرژي، مقدار انرژي در لحظات 
. شود مختلف و خطاي آن نسبت به مقدار اوليه محاسبه مي

در  apEو انرژي پتانسيل دردسترس kinEانرژي جنبشي

شوند  صورت زير تعريف مي  لايه به عمق دو مدل آب كم
  ):٢٠٠٩رويزين و بكر،   -كوشمن(
  
)١٣ (              2 21kin 1 1 1 12

2 21 2 2 2 22

E h ( u v )
dxdy ,h ( u v )




 
  

  
  
)١٤ (          

 
2 21ap 1 1 22

2 21 2 1 2 22

E g ( h h ) H
( )g h H dxdy .

 

  
   

  
  

01ط ايسازي و استفاده از شر پس از ساده  dxdyh 
02و  dxdyh 1 رقراريبراي بHH 21 توان  ، مي

  :تر بيان كرد را به شكل ساده) ١٤(و ) ١٣(روابط 
  

)١٥ (              1 2 21kin 2 1 1 12 2
2 21 2 2 22

E h ( u v )
dxdy ,h ( u v )

  
  

  

  
)١٦ (              H H

H

211ap 2 1 1 2 22 2
21 2 22

E g( h h )
g ( h ) dxdy ,

    
  

  

  
ggكه در آن /1/ 21  است.  

براي برقراري پايستگي انرژي، بايد انرژي 
apkintكل EEE  در لحظهt برابر با انرژي كل اوليه 

00  tEE هاي  منحني ب-٥الف و -٥هاي  شكل. باشد
0/ EEkin ،0/ EEap 0و/ EEt ازاي تفكيك شبكه  را به

نشان  C4Sو  E2Sهاي  شبراي روبه ترتيب  256×256
با گذشت زمان و افزايش انرژي جنبشي، انرژي . دنده مي

اي كه انرژي كل با خطاي  گونه به ،يابد پتانسيل كاهش مي
دهنده قابليت مدل در  اين، نشان. ماند كمي، پايسته باقي مي

خطاي نسبي ج-٥ شكل. برقراري پايستگي انرژي است
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١ زمان در مقياس( Δt = 0.0025 و گام زماني 256×256اي با تفكيك  در شبكه E2Sبراي روش  bcو  btتحول زماني  .١شكل 

  .)روز است ٤٠
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  .C4Sاستفاده از روش ولي با  ١ مشابه شكل .٢شكل 
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١ زمان در مقياس( 0025.0tو گام زماني 256×256اي با تفكيك  در شبكه E2Sبراي روش  2qو  1qتحول زماني  .٣شكل 

  .)است روز ٤٠
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