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  چکیده

هاي این توجه به قابلیتبا . سازي امواج الکترومغناطیس استفاده شده استمنظور مدل به )FEM(اجزاء محدود  در این پژوهش از روش

هاي مدل اعمال جذب امواج در کرانه منظور بهشوند، سپس شرایط مرزي سازي می روش، ابتدا معادلات ماکسول در حیطه مکان گسسته

- جداگانه می عبارت مرز یک جمله FEMدر روش . استفاده شده است اول کلایتون و انگکوئیست شود که از روش مرز جاذب مرتبهمی

سازي مکانی با  پس از گسسته. است )FDM( تر از روش تفاضل محدود شد، به همین دلیل اعمال شرایط مرزي در این روش بسیار آسانبا

سازي زمانی گسسته. گیردصورت می معادلات با استفاده از روش تفاضل محدود مرکزي سازي زمانی ، گسستهFEMاستفاده از روش 

سازي مکانی نقش بسزایی در این فرآیند ایفا  سازي هستند که نحوه گسستهرین بخش محاسبات در مدلبرتترین و زمانمعادلات، حجیم

منظور  هاي بهینه بهاز الگوریتم که یدرصورت، FEMهاي تشکیل شده در روش بودن و متقارن بودن ماتریس با توجه به تُنُک. کندمی

 اي کاهش خواهد یافت کهقابل ملاحظه طور بهه شود، زمان و هزینه محاسباتی ها در این روش استفادسازي ماتریسمحاسبات و ذخیره

ها و روابط ارائه شده در این فرمول. افزار متلب ارائه شده است منظور کاهش حجم و زمان محاسبات در نرم تحقیق چند تکنیک به نیدر ا

سازي در مدل FEMمنظور بررسی روش  به. باشندی میسید نوکافزار متلب قابل  ی در نرمراحت بهتحقیق به شکل ماتریسی هستند که 

سازي که نتایج حاصل از مدل شناسی فرضی آزمایش شده است هاي زمینهاي توسعه داده شده بر روي مدل، الگوریتمGPRهاي داده

  .قابل قبولی هستند داراي دقت

  

   )ABC(سازي عددي، شرایط مرزي جاذب ، مدل)FEM(، روش اجزاء محدود (GPR)رادار نفوذي زمین : هاي کلیديواژه
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  مقدمه     1

ژئوفیزیکی است که  مخرب ریغیک روش  GPRروش 

 با توجه به استفاده از امواج الکترومغناطیس در حوزه

شود و یک مقطع می بندي طبقههاي الکترومغناطیسی روش

. گذاردسطحی را در اختیار میهاي زیرپیوسته از ناهمگنی

بر پایه بازتاب امواج الکترومغناطیس از  GPRروش 

که در آنها خواص الکتریکی مواد  استوار استمرزهایی 

رسانندگی ، )(گذردهی الکتریکی . کندتغییر می

پارامترهاي فیزیکی  µو تراوایی مغناطیسی ) σ(الکتریکی 

ها از فصل مشترك GPRامواج  کننده در بازتاب تعیین

نگاري با روش لرزه GPRت روش به علت شباه .باشند می

-اي میسازي لرزههاي پردازش و مدلبازتابی، بیشتر روش

البته به دلیل . کار گرفته شوند هنیز ب GPRتوانند در روش 

کار رفته در دو روش، در بعضی  هتفاوت عمده در امواج ب

دي و وانگ، (شود رد نیاز به بازنگري احساس میموا

سازي عددي در فهم بهتر مدل با توجه به اهمیت). 2003

ساختارهاي  آن با کنش برهمو  GPRسازوکار امواج 

جذاب هاي به یکی از بحثسازي عددي ، مدلیرسطحیز

سازي امواج مدل. این زمینه تبدیل شده است در

الکترومغناطیس در واقع به معنی حل معادلات ماکسول 

  .باشدشناسی مورد نظر میبراي مدل زمین

ارائه  GPRسازي در مدل منظور بهتعددي هاي مروش

الفسن، (هاي انتگرالی روش :عبارتند ازشده است که 

هاي ، تکنیک)1997یی و چن، ( ، حجم محدود)1999

و روش  ،)1997، دنیلز و رابرتز(سازي المانی گسسته

؛ 1998برگمن و همکاران، ( )FDM(تفاضل محدود 

ي ا در نحوههاین روش گرچه ).2006ایروینگ و نایت، 

ر سازي انتشا اجرا متفاوت هستند، اما در تمام آنها به شبیه

کنش امواج بر برهم تأکید، با از سطح GPRامواج 

 شودپرداخته می زیرسطحیالکترومغناطیس با مواد 

به دلیل سادگی در  FDM روش. )2007کاسیدي، (

ترین ، رایجنویسی آسان برنامهسازي و محاسبات، پیاده

-ي اخیر میدر دو دهه GPRسازي در روش لروش مد

در این روش معادله . )2006ایروینگ و نایت، ( باشد

هاي تفاضل دیفرانسیلی حاکم بر مسئله با استفاده از تقریب

رغم سادگی این روش علی. شودسازي میمحدود گسسته

هاي مرتبط با انتشار و نقش مهمی که در شناخت پدیده

هاي فراوانی ت، داراي محدودیتموج در زمین داشته اس

ترین مشکلات این روش عدم دقت در محاسبه مهم. است

مشتقات، دشواري اعمال شرایط مرزي در مرزهاي 

هاي سازي هندسهغیرخطی و عدم دقت کافی در مدل

  .باشدپیچیده می

که از معادله انتگرالی حاکم بر مسئله  FEMروش 

- مند و انعطافکند، یک تکنیک عددي قدرتاستفاده می

هاي ناهمگن و هاي پیچیده، محیطپذیر براي اجراي مدل

ها و با توجه به دشواري. استاعمال شرایط مرزي مختلف 

-روش اجزاء محدود در مدل کارگیري بهها در پیچیدگی

سازي امواج رادار و همچنین به دلیل نوپا بودن روش 

GPR سازي صورت گرفته درهاي مدلتاکنون اکثر روش 

 از جمله. بوده است FDMاین روش با استفاده از روش 

-سازي امواج رادار با استفاده از روشکسانی که به مدل

FEM  و ) 2012(توان فنگ و همکاران اند، میپرداخته

معادله دیفرانسیلی حاکم . را نام برد) 2003( وانگ و دي

هاي به روش) معادلات ماکسول( GPRبر انتشار امواج 

معادلات . قابل تبدیل به یک معادله انتگرالی است مختلفی

 ندهاي المانی مانتوان با استفاده از روشانتگرالی را می

اجزاء محدود، اجزاء مرزي، اجزاء طیفی، حجم محدود و 

هاي حل در تمامی روش. و حل نمود سازي گسسته ...

هاي با اندازه و شکل انتگرالی، با استفاده از شبکه معادله

مرزهاي نامنظم را مدل کرد و در  راحتی بهتوان لف میمخت

هاي پیچیده و همچنین هندسه سازينتیجه در شبیه

. بسیار کارآمد هستندها  این روش ،هاي سرعتیناهمگنی

تر ها بسیار ساده این روشدر اعمال شرایط مرزي مختلف 

بالا بودن حجم محاسبات و . از روش تفاضل محدود است
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ترین  ، مهمFEMردازشی عظیم در روشه پنیاز به حافظ

هاست که با توجه به متقارن و تنک بودن مشکل این روش

هاي تولید شده در این روش تا حدود زیادي ماتریس

  .توان این مشکل را حل نمود می

  

  تئوري     2

  GPRمعادلات حاکم بر امواج     2-1

بر تئوري امواج الکترومغناطیس استوار است  GPRروش 

 تأثیرتحت  شروع هر بحثی در مورد طبیعت مواد،  نقطه و

معادلات  امواج الکترومغناطیس، معادلات ماکسول و

هاي معادلات ماکسول فیزیک میدان .استساختاري 

 ؛کنندریاضی تشریح می صورت بهالکترومغناطیسی را 

کنند روابط ساختاري خواص مواد را کمی می که یدرحال

 GPR يها گنالیسس نمایش عددي و تلفیق این دو، اسا

امواج  همعادل نیبنابرا. )2009جول، ( باشدمی

توان به شکل می الکترومغناطیس را با در نظر گرفتن چشمه

  :)1993فنگ و لی، ( زیر نوشت
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 .هستندمیدان الکتریکی ي چشمه S و رسانندگی الکتریکی

توان با را می) 1(معادله ) ضعیف(شکل انتگرالی 

با ضرب طرفین . استفاده از حساب تغییرات به دست آورد

گیري روي کل حیطه مسئله انتگرال و Eδدر ) 1(معادله 

)Ω(داشت یم، خواه ) ،2012فنگ و همکاران(:  
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 میدان ترتیب بیانگر مشتق دوم و اول زمانی به E و Eکه 

گیري یا  لبیانگر محدوده انتگرا Ω. باشندالکتریکی می

و یا ) سطح(تواند دو بعدي هندسه مسئله است و می

عملگر  بیانگر مرز مسئله است،  باشد، ) حجم(ي بعد سه

بیانگر بردار عمود بر  nو  )Variation operator( تغییرات

به  Ωگیري ي انتگرالاین معادله محدودهدر . است سطح

در  .شودتقسیم می)  nΩ2, …, Ω1, Ω(چندین زیر ناحیه 

اینکه انتگرال روي کل حیطه محاسباتی مسئله  يجا بهواقع 

شود و  تر انجام می هاي کوچکمحاسبه شود، روي بخش

تر  هاي کوچکبه بخش. شود ها با هم جمع میسپس پاسخ

در واقع هندسه . یا جزء گویند (Element)یک المان 

تر تر و ساده هاي کوچکه، به المانبزرگ و پیچیده مسئل

ها از این المان هرکدامشود و محاسبات روي  تقسیم می

توانند داراي  تر می هاي کوچکاین المان. شود انجام می

هاي حل ؛ بنابراین روشباشند ینامنظمهر هندسه منظم یا 

معادلات انتگرالی، هیچ محدودیتی در مواجهه با 

  .ي نامنظم ندارندهاي پیچیده و مرزها هندسه

 
  

  :معادلات حاکم در روش اجزاء محدود   2-2

هاي با استفاده از روش مسئلهمعادلات انتگرالی حاکم بر 

و یا روش  )Elemental-base methods( المان پایه

هاي نیز یکی از روش FEMروش . گلرکین قابل حل است

 گالرکینالمان پایه است که اساس این روش مشابه روش 

جاي استفاده از  هاشد با این تفاوت که ببمی

لاگرانژ از ) Modal(مودال  يها يا چندجمله

لاگرانژ براي تقریب ) Nodal(نودال  يها يا چندجمله

با وجود اختلاف در جزئیات  .گردد ها استفاده میپاسخ

ها داراي یک نقطه عددي، همه این روش هايفنی روش

ط انتشار و سپس سازي مکانی محی گسسته: مشترك هستند

هاي زمانی هاي مختلف در گام تقریب پاسخ میدان در گره

در حیطه زمان و یا در بسامدهاي مختلف در حیطه  مختلف

سازي امواج رادار با لمراحل مد 1در شکل ( بسامد



 147                                                                                                                با استفاده از روش اجزاء محدود) GPR(هاي رادار نفوذي زمین سازي عددي دادهمدل

  

وار نمایش داده صورت طرح به FEMاستفاده از روش 

ي ساز هاي عددي پس از گسستهدر اکثر روش). شده است

 جایی حاکم بر حرکت امواج مکانی معادلات، معادله جابه

شود که  به یک دستگاه معادله دیفرانسیلی زمانی تبدیل می

  ).2003دي و وانگ، (بیان است   صورت زیر قابل به
  

)3                   (                       ,M + A + K = SE E E   
  

هاي جرم، میرایی و یب ماتریسترت به K و M، Aکه 

 n×nها  ابعاد این ماتریس .هستند مورد نظرسختی مدل 

ي مجهول رهایمتغبیانگر درجه آزادي یا تعداد  nاست که 

هاي اياز چندجمله در روش اجزاء محدود .در مدل است

یابی پاسخ نودال لاگرانژ براي تقریب و به بیان بهتر درون

وش مقدار پاسخ درون هر المان در این ر. شود میاستفاده 

المان حاصل  هاي گرهیابی مقدار پاسخ در محل از درون

شکل کلی تابعیت بین  در واقع. )2011، فیکنر(شود  می

مقدار تابع در یکی از نقاط جزء و مجهولات اصلی در 

  ):2011، فیکنر(شود ها به شکل زیر بیان میگره
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مقـدار پاسـخ در محـل     Eiهر المان،  هاي گرهتعداد  npکه 

المـان،   یـابی یـا تـابع شـکل    نیـز تـابع درون   Niام و -iگـره  

 ترین المانی که در مسائل دوساده .مربوط به آن گره است

؛ ي اسـت ا چهار گرهمستطیلی ، المان شود میبعدي استفاده 

مقـدار پاسـخ در هـر گـره     جا، مجهـولات مسـئله   در این که

هـاي لاگرانـژ   ايیـابی، چندجملـه  بود و توابع درونخواهد 

زیـر بیـان    صـورت  بـه هستند که براي یک المان مسـتطیلی  

  ):2012فنگ و همکاران، (شوند می
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بردار مجهولات  qماتریس توابع شکل المان و  Nکه 

صورت زیر  توان بهرا می Eهمچنین تغییرات  .مسئله است

  :نوشت
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وجود دارد که عبارت انتگرالی  پنج، )2( در معادله

عبارت  جرم،عبارت  :از عبارتندترتیب از چپ به راست  به

عبارت اثر منبع سختی، عبارت مرز و ، عبارت میرایی

هاي المان با استفاده از معادلات که این ماتریس؛ انرژي

 شوندصورت زیر بیان می و انجام محاسبات، به) 7(و ) 6(
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. باشدام می-iالمان  يریگ انتگرال مربوط به ناحیه iΩ که

اجراي زیرا  بسیار با ارزش هستند آمده دست بهاین روابط 

محاسبات  و اي بسیار ساده هستند هاي رایانهآنها در برنامه

ابطه انجام شده ر تر از حالت معمولی و بازآن بسیار سریع

. شده است  ترین حالت مسئله ارائه شود و براي کلی می

بندي سرهمجمع و یا از  هاي کل ازهمچنین ماتریس

به همین صورت  دنشوالمان حاصل می يهاماتریس

بندي ماتریس کل دانستن نحوه ارتباط براي سرهم .هستند
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بایست به همین دلیل می. ضروري است هاها در المان گره

هایی که در گذاري شود و سپس گره هاي مدل شماره گره

-بنابراین در روش؛ هر المان درگیر هستند، مشخص شوند

یک  بایدسازي هاي معادله انتگرالی، قبل از شروع مدل

هاي  پردازش صورت گیرد که علاوه بر تعیین ویژگی پیش

بندي شود و نحوه بایست محیط شبکهفیزیکی محیط می

  .ها مشخص شودر المانها د ارتباط گره

هاي موجود در معادلات براي هر المان با استفاده انتگرال

هاي عددي با دقت و سرعت بسیار خوبی قابل از روش

ترین روش در محاسبه روش گاوس معمول. محاسبه است 

پژوهش از  نیدر اکه  هاي معین و محدود استانتگرال

  .این روش استفاده شده است

  

  

  
  .GPR سازي امواج در شبیه FEMسازي با استفاده از روش مراحل مدل .1 شکل

  

 تعیین اندازه مدل

 انیسازي مک گسسته منظور بهه گام مکانی تعیین بیشین

 (mesh generation)شبکه محاسباتی تولید و ساخت مدل 

  المان ي هراو مختصات نقاط گره )خواص محیط( تشکیل ماتریس مشخصات

 هر گرهیابی مربوط به آوردن مقادیر درون به دستیابی و  تعریف تابع درون

 )المان( هاي سختی، جرم و میرایی هر جزءتشکیل ماتریس

 مدلکل هاي سختی، جرم و میرایی ها و تشکیل ماتریسماتریس يبند سرهم

 آوردن ماتریس مرز و اعمال شرایط مرزي  به دست

 ) چشمه انرژي(سازي زمانی و اعمال منبع انرژي  م زمانی براي گسستهتعیین بیشینه گا

 سازي زمانی  فرآیند گسسته
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  )الف(

  
  )ب(

اي براي یک المان مستطیلی در روش اجزاء نقاط گره )الف( .2شکل 

هاي یابی هستند که چند جملهنقاط مشخص شده نقاط درون. محدود

نقاط ): ب(، )2001ئو و سادیکو، مات(باشند یابی می لاگرانژ تابع درون

در فضاي دو بعدي براي یک المان ) يریگ انتگرالنقاط (دو  گاوسی مرتبه

  .مستطیلی

  

  شرایط مرزي   2-3

سازي انتشار موج در به دلیل محدودیت حافظه براي شبیه

یک  نظر گرفتن زمین که یک محیط نامحدود است، در

. ي استهاي مدل عددي ضرورمرز مصنوعی در حاشیه

مدل  هاي کرانه که بهامواج در غیر این صورت انرژي 

تاب شده و دوباره مدل باز هاي کرانهرسد، با برخورد به  می

. )5شکل (شود  میو منجر به ایجاد خطا  وارد مدل شده

هاي مختلفی براي اعمال این شرط مرزي و کاهش روش

که ه است مدل معرفی شد هاي کرانهدامنه امواج بازتابی از 

در . هاي خاصی هستندهرکدام داراي محدودیت و مزیت

 کلایتون و انگکوئیست این تحقیق از روش مرز جاذبدر 

در این روش معادله امواج . استفاده شده است) 1977(

و با  شود برگشتی در حیطه فوریه از هم تفکیک می و رفت

شود و با تبدیل فوریه  استفاده از بسط تیلور تقریب زده می

شود؛ سپس  وس به حیطه زمان برگردانده میمعک

هاي مدل عددي با استفاده از حل  جایی در کرانه جابه

در واقع انتشار . شود رونده محاسبه می معادله امواج بیرون

طرفه توصیف هاي مدل با معادله انتشار یک موج در کرانه

هاي  توجه بازتاب قابل شود؛ که منجر به کاهش می

این شرایط مرزي . شود اي مدل میه مصنوعی از کرانه

منظور اعمال شرایط  به. ستاجراقابل  FEMی در آسان به

. را محاسبه نمود) 4(در معادله  (E.n∇) مرزي باید جمله

کلایتون و با استفاده از شرایط مرزي مرتبه اول 

براي  GPRمعادله انتشار امواج ) 1977( انگکوئیست

  :اطراف مدل برابر است با

  

)11    (                                    
1

,.n
v t




 


E
E  

 

ي معادله) 4(با قرار دادن این معادله در جمله مرز رابطه 

   زیر بدست خواهد آمد

  

)12(
1 1

( . ) ,
v

n d d



  

    
E E

E E


� �  

  

 .سرعت امواج الکترومغناطیس در درون محیط است vکه 

ار در یک محیط رادانتشار امواج  اي لحظهنمایش  3شکل 

جاذب مرتبه اول در چهار طرف مدل  با مرز همگن و

. در این مدل چشمه امواج در مرکز مدل قرار دارد. است

ی خوب بهشود امواج رسیده به مرز  که مشاهده می طور همان

و مقدار اندکی از انرژي وارد مدل شده  اند شده  فیتضع

ه از روابط با استفاد) 12(سازي معادله  پس از گسسته. است

  :صورت زیر نوشت توان بهماتریس مرز را می) 7(و ) 6(

  

)13                          (
( )1

.
T

b

N N

v
d





 
E

A �  
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بازتابی پس  شود دامنه امواجطور که مشاهده می همان. هاي مدلاي انتشار امواج رادار در یک محیط همگن با مرز جاذب مرتبه اول در کرانهنمایش لحظه .3شکل 

  ..چشمه امواج در مرکز مدل قرار دارد. خوبی تضعیف شده است هاي مدل کاهش یافته و بهاز برخورد با کرانه

  

 FEMعبارت مرز در روش  شودکه ملاحظه می طور همان

توان شرایط می یآسان بهبنابراین  است؛یک عبارت مستقل 

نهایت با در  در. مرزي مختلف را در این روش اجرا نمود

دو بعــدي اجــزاء  شــرایط مــرزي، معادلــه نظــر گــرفتن

  :صورت زیر قابل بیان است به) 3(ي رابطهمحدود 
  

)14             (           .bM + (A + A ) + = SE E K E   

  

  گسسته سازي زمانی     3

سازي مکانی،  طور که مشاهده شد، پس از گسسته همان

به یک دستگاه معادلات  امواج رادارمعادلات انتشار 

این معادله . شوندتبدیل می) 14معادله (دیفرانسیلی زمانی 

دي در حیطه زمان یا عد صورت بهتوان را بسته به نیاز می

سازي  هاي متعددي براي گسستهروش. کردبسامد حل 

 توان می جملهآن از  که زمانی معادلات پیشنهاد شده است

مارك، روش روش تفاضل محدود مرکزي، روش نیو

یکی از . وندروف را نام برد -و روش لاکس کوتا-رونگه

که  استها، روش تفاضل محدود مرکزي روش ترین رایج

 شودکار گرفته می سازي امواج رادار بهی در مدلبه فراوان

  .)2015فنگ و همکاران، (

مشتق اول (با استفاده از روش تفاضل محدود مرکزي 

  ):2014ینگ، جیان م(خواهیم داشت ) و دوم
  

)15         (              
   1 1

,
2

k k

t dt

  
 


E EE
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)16 (     
     2

2 2

1 2 1
,

k k k

t dt

   
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

E E EE
E  



 151                                                                                                                با استفاده از روش اجزاء محدود) GPR(هاي رادار نفوذي زمین سازي عددي دادهمدل

  

با قرار دادن رابطه فوق . باشدي گام زمانی میفاصله dt که

با ) k+1(را در زمان آینده  Eتوان می )14(در معادله 

محاسبه  )k, k-1(در دو زمان قبل  Eاستفاده از مقادیر 

 uشود آن است که  سؤالی که در اینجا مطرح می. نمود

در چه زمانی نوشته  (KE)موجود در عبارت سوم معادله 

 که یدرصورت .))k(یا زمان حال  )k+1(زمان جدید (شود 

نوشته شود، به آن روش  )k(این عبارت در زمان حال 

سادیکو،  ماتئو و(گویند  (Explicit scheme) صریح

  :توان نوشتاین صورت می در. )2001

  

)17 (
2

2 2

(
)

2 (
) ) .

)
(

2
)

( (
2

e
tt dt

e
t t dt

dt dt

dt dt dt dt









  

M A A
+ S

M K A A M

E

E E
  

  

 (KE)موجود در عبارت سوم معادله  u که یدرصورت

نوشته شود، به آن روش ضمنی  )k+1(در زمان جدید 

(Implicit scheme) ریح داراي حجم و روش ص .گویند

تري نسبت به روش ضمنی است ولی زمان محاسبات کم

طاي عددي و در نتیجه ناپایداري داراي مشکل انتشار خ

بایست قبل از انجام آن، تحلیل هاست؛ بنابراین میپاسخ

  .پایداري انجام شود

 را با در نظر گرفتن) 17(معادله 
2

(
)

)
(

2

eB
dtdt




A AM
+ 

و
2 2

(2
) )

)
( (

2

e

t t t dt
C

dt dt dt dt



   

A AM K M
S E E   

. نوشت Bx=C ي خطییک معادلهبه شکل  توان می

 FEMدر روش  Bشود ماتریس طور که مشاهده می همان

سازي صورت مستقیم وارونکه اگر به باشدچند قطري می

. ي پردازشی عظیمی داردشود نیاز به زمان و حافظه

شود که بیشتر ها مشاهده میهمچنین با تشکیل ماتریس

 گرید  عبارت  بهها صفر است یا هاي این ماتریسآرایه

سازي  ها به شیوه ذخیرهتشکیل ماتریس .باشندتنک می

علاوه بر کاهش حجم محاسبات، زمان محاسبات را تنک 

استفاده از پردازش موازي . شدت کاهش خواهد دادنیز به

گزینه ) زمان محاسبات در چندین هسته پردازشی انجام هم(

در . دیگري براي افزایش سرعت و بازده محاسبات است

روش اجزاء محدود، محاسبه ها در  بندي ماتریسسرهم

ماتریس مربوط به هر المان که مستقل از دیگري است، 

  .صورت موازي انجام شود تواند بهمی

  

  عددي پایداري و پاشندگی     4

سازي زمانی، انتخاب گام زمانی در گسستهنکته مهم یک 

در عمل تمایل بر این است که مقدار گام . مناسب است

صورت  تر عیسرسازي تا مدل زمانی، بزرگ انتخاب شود

سازي صریح طور که اشاره شد، در گسسته همان. گیرد

)explicit(  اگرdt   گرفته شود در آن  در نظرخیلی بزرگ

بنابراین براي . صورت ناپایداري عددي رخ خواهد داد

توان از معادله زیر که برقراري شرط پایداري می

مواج رادار است پایداري مسئله در انتشار ا  کننده نیتضم

  ).2006ایروینگ و نایت، (بهره برد 

  

)18                                 (min min
max

2 2

,
6

1 17
dt

dx dz

 



  

 

 و گذردهی الکتریکیمقادیر  کمترین µmin و min  که

-به dz و dx، و سازيمحیط مدل در نفوذپذیري مغناطیسی

 .دباشنمی zو  xهاي مکانی در جهت ترتیب طول گام

زمانی که یک معادله دیفرانسیلی توسط همچنین 

مساله پاشش شود،  سازي می هاي مختلف گسستهروش

این پدیده . شود ظاهر میعددي در محاسبات عددي 

تواند دقت هاي مورد نظر هموار نیست، میزمانی که پاسخ

پاشش . قرار دهد تأثیرتحت  شدت بهروش عددي را 

امواج شبیه سازي لف عددي باعث حرکت بسامدهاي مخت

با سرعت متفاوت و در نتیجه تغییر شکل و ریخت  شده

این . شود پاسخ و همچنین تغییر طیف دامنه و فاز پاسخ می

. سازي مکانی است قابل اجتناب گسسته پدیده نتیجه غیر

باید طول  براي جلوگیري از پاشندگی عددي در مدل
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 dxیعنی هاي مکانی با دقت خوبی تقریب زده شوند، گام

= dz ≤
m in / 10که ،

m in استکمترین طول موج 

براي جلوگیري  گرید عبارت به .)2015فنگ و همکاران، (

در کمترین طول موج منتشره در مدل باید  از پاشندگی،

  .گره در نظر گرفته شود 10حداقل 

 

  هاي عدديمثال     5

سازي انتشار در مدل FEMروش ملکرد بررسی ع منظور به

متلب  افزار نرماي با استفاده از ي رایانهبرنامه امواج رادار،

ها نوشته شده است که براي بررسی و ارزیابی این الگوریتم

نسبت به ساختارهاي  GPRو چگونگی پاسخ امواج 

ناحیه مورد  بندي لایهژئوفیزیکی نظیر  در مسائلمتداول 

سیمانی در اینجا دو  هاي بلوكاي فلزي و همطالعه، میله

مغناطیسی  )نفوذپذیري( ییتراوا. مثال آورده شده است

هاي هاي حاوي کانیسنگ جز به(ها براي بیشتر سنگ

که دقیقاً (نزدیک به تراوایی مغناطیسی خلأ ) مغناطیسی

بنابراین در بیشتر  ؛باشدمی) است Vs/Am×π4 7-10 برابر

که در شود، استفاده می µ يجا به 0µ محاسبات از

نفوذپذیري مغناطیسی همواره ذکر شده مقدار  هاي مثال

  .است 0µبرابر 

  

  مدل اول   5-1

منظور  متر به 2در  3مستطیلی  یک مدل سه لایه ساده

ي انتشار امواج رادار در نظر گرفته شده است ساز هیشب

  لایه اول داراي ضریب گذردهی نسبی). 4شکل (

εr = 8.0 ،3-10×0.05= انندگیرس S/m σ،  لایه دوم

 ، رسانندگیεr = 10.0 داراي ضریب گذردهی نسبی

=2.0×10-3 S/m σ  و لایه سوم داراي ضریب گذردهی

. باشدمی S/m σ 3-10×5.0= ، رسانندگیεr = 22.0نسبی 

که  باشدمی 193289اي در این مثال تعداد نقاط گره

مگاهرتز،  600کر با فرکانس مرکزي یک موجک ری

گام زمانی . عنوان چشمه انرژي در نظر گرفته شده است به

ترتیب  و طول گام مکانی در نظر گرفته شده در این مثال به

 5شکل . باشندمی dt = 0.006 ns , dx = 0.01 mبرابر با

این شکل . دهدي را نمایش میساز هیاز شبنتایج حاصل 

براي مدل نشان داده ) دور افت صفرمقطع (مقطع زمانی 

طور که مشاهده  همان. دهد را نمایش می 4شده در شکل 

از مرزها  دار شیبهاي الف بازتاب-5شود در شکل می

هاي بالا ي بالایی هستند که علت این دامنهداراي دامنه

باشد، در هاي مدل میعدم اعمال شرایط مرزي در کناره

بر روي مقطع  CA-ABCرزي با اعمال شرایط م که یحال

ب، اگرچه شرایط مرزي اعمال شده -5نظر شکل مورد 

هاي مدل را طور کامل امواج رسیده به کرانه نتوانسته به

ولی در حد قابل قبولی ) دار رخدادهاي شیب(جذب نماید 

طور که در  همان. توانسته امواج را در مرزها تضعیف نماید

-ها در این مثال بهشود مرز لایهب ملاحظه می-5شکل 

همچنین به دلیل تفاوت در . باشندخوبی قابل تفکیک می

تباین بیشتر در ضریب دي الکتریک نسبی و رسانندگی 

 مراتب بهي اول و دوم، نسبت به لایه و سومبین لایه دوم 

ي اول و دوم انرژي بازتابی قدرتمندتري نسبت به لایه

  .شودمشاهده می

  

  
هندسی استفاده شده در مدل اول  زیکی وهاي فیویژگی .4شکل 

  .GPRسازي امواج شبیه منظور به

  

  مدل دوم   5-2

سازي در نظر گرفته شده منظور مدل مدل بعدي که به

که یک میله فلزي با ضریب استاست، یک مدل دولایه 
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  )الف(

 
  )ب(

زمانی بدون اعمال شرایط مرزي  مقطع) الف. (FEMدل اول با استفاده از روش م GPRسازي امواج حاصل از شبیه) مقطع دور افت صفر(مقطع زمانی  .5شکل 

CA-ABCب(بالایی هستند،  دار از مرزها داراي دامنه هاي شیب، بازتاب ( مقطع زمانی با اعمال شرایط مرزيCA-ABCطور که از مقطع  ، همان)مشخص ) ب

ولی در حد قابل قبولی توانسته ) دار رخدادهاي شیب(هاي مدل را جذب نماید امواج رسیده به کرانهطور کامل  است اگرچه شرایط مرزي اعمال شده نتوانسته به

قابل ) الف(ی در مقطع خوب بهنانوثانیه  23نانوثانیه و بازتاب حاصل از مرز دوم در زمان  17بازتاب حاصل از لایه اول در زمان . امواج را در مرزها تضعیف نماید

  .مشاهده است

  

  
سازي منظور شبیه هاي فیزیکی و هندسی مدل دوم بهویژگی .6کل ش

یک بلوك سیمانی مدفون و  منزله بهآنومالی مستطیل شکل . GPRامواج 

سطح مقطع یک استوانه فلزي مدفون در  منزله بهي ا رهیداهمچنین آنومالی 

  .لایه دوم است

  

و  S/m σ 106×1.0=رسانندگی ، εr = 9.0 نسبیگذردهی 

 εr = 4.0ك سیمانی با ضریب گذردهی نسبی یک بلو

. قرار دارند ي دومدر لایه S/m σ 3-10×2.0=رسانندگی 

 ،εr = 9.0 لایه اول داراي ضریب گذردهی نسبی

1.0=رسانندگی  10-3 S/m σ لایه دوم داراي ضریب ،

 S/m σ 3-10×5.0= رسانندگی، εr = 25.0گذردهی نسبی 

(t)2چشمه انرژي تابع . )6کل ش( است sinatf t e wt 

کار  فرکانس مرکزي به ωاست،  a = 0.93ω ، کهاشدب می

باشد، که مقدار آن گرفته شده براي تولید چشمه انرژي می

ي نمایش لحظه 7در شکل . مگا هرتز است 800برابر با 

ی برخورد امواج رادار در مدل مورد نظر و چگونگانتشار 

ها و فصل مشترك دو  و بازتاب این امواج را با آنومالی

نمایانگر  t = 5 ns زمان. کنیمخوبی مشاهده می لایه به

 t = 10 nsدر زمان . باشدانتشار امواج درون لایه اول می
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لحظه  t = 20 ns. باشدبرخورد امواج با لایه دوم می لحظه

فلزي و  با میله برخورد و بازتاب امواج الکترومغناطیس

هاي بعدي هم  زماندر . دهدبلوك سیمانی را نشان می

ها امواج با ساختارهاي زیرسطحی و لایه کنش برهم لحظه

  .توان مشاهده نمودخوبی می را به

حاصل از این ) مقطع دور افت صفر(مقطع زمانی 

 طور همان. نمایش داده شده است 8سازي در شکل شبیه

فلزي  پراش حاصل از بلوك و میله شود که ملاحظه می

عبارت دیگر پراش حاصل از میله فلزي متفاوت بوده، به

هاي هددا باشد، که در یک هذلولی کامل می صورت به

ها براي اجسام کروي و واقعی هم شاهد این هذلولی

-همچنین در این شکل ما شاهد بازتاب. ي هستیمااستوانه

مربوط به جسم و هاي مدل هستیم که ی در کنارهیها

که ذکر کردیم دلیل  طور همانبازتابنده خاصی نبوده و 

کار گرفته شده در این  این رخدادها شرایط مرزي به

 .استتحقیق 

  

  

  

  
مکان ، چشمه انرژي در روي سطح و در 6داده شده در شکل  شینماشناسی  هاي مختلف در مدل زمیندر زمان GPRي انتشار امواج نمایش لحظه .7شکل 

x=m قرار داده شده است.  
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مرز لایه اول و دوم در . FEMبا استفاده از روش  7سازي امواج رادار مدل نمایش داده شده در شکل حاصل از شبیه) مقطع دور افت صفر(مقطع زمانی  .8شکل 

همچنین آنومالی . که در سمت راست مقطع قابل مشاهده است دهد صورت یک هذلولی نشان می استوانه مدفون خود را به. نانو ثانیه قابل مشاهده است 12زمان 

  .باشندمی تیرؤناشی از بلوك سیمانی نیز در سمت چپ قابل مشاهده است که مرز بالا و پایین بلوك سیمانی در شکل قابل 

  

  گیرينتیجه     6

سازي و  منظور شبیه در این تحقیق از روش اجزاء محدود به

سازي منظور ذخیره به. فاده گردیدانتشار امواج رادار است

به دلیل چند قطري  FEMهاي تولید شده در روش  ماتریس

هاي ارائه شده ها، از روشبودن و تنک بودن این ماتریس

هاي تنک بهره برده شده سازي ماتریسمنظور ذخیره به

منظور کاهش حجم مورد نیاز  مناسبی به حل راهاست که 

همچنین استفاده . باشدها میسسازي این ماتریبراي ذخیره

از پردازش موازي گزینه دیگري براي افزایش سرعت و 

به دلیل . بازده محاسبات در روش اجزاء محدود بود

-و سرعت بالاي روش کلایتون اجراسادگی در 

منظور تضعیف امواج در  انگکوئیست، از این روش به

ها طور که در مثال هاي مدل بهره برده شد و همانکرانه

-مشاهده شد، دامنه امواج بازتابی پس از برخورد با کرانه

اند و تنها مقدار کمی از خوبی تضعیف شده هاي مدل به

با توجه به نتایج . اندامواج به داخل مدل بازتاب شده

با استفاده  GPRهاي سازي عددي دادهاز مدل آمده دست به

شود که این روش داراي دقت ملاحظه می FEMاز روش 

هاي پیچیده و مختلف است، از این جهت، مناسب در مدل

منظور حل مسائل  عنوان ابزاري سودمند بهتوان بهاز آن می

 .هاي امواج رادار سود بردژئوفیزیکی و تفسیر داده
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Summary 
Ground-penetrating radar (GPR) is a popular geophysical method for high-resolution imaging of the shallow 
subsurface structures. Numerical modeling of radar waves plays a significant role in interpretation, processing, 
and imaging of GPR data. A number of different approaches have been presented for the numerical modeling of 
GPR data. The most common approach for GPR modeling is the finite-difference method (FDM) because the 
FDM approach is conceptually simple and easy to program. The difficulties in applying boundary conditions at 
non-linear boundaries and the lack of sufficient accuracy in complex geometries are the most important 
drawbacks of FDM. 

This paper presents a finite-element method, for simulation of ground-penetrating radar (GPR) in two 
dimensions in the time-domain. FEM is a powerful and versatile numerical technique for handling problems 
involving complex geometries and inhomogeneous media. The technique is based on a weak formulation of 
Maxwell’s equations. In the FEM method, the wavefield is discretized on the elements using Lagrange 
interpolation, and integration over an element is accomplished based upon the Gaussian-quad integration rule. 
The major difference between the various numerical methods is in the spatial discretization. In the elemental-
based methods, the complex geometry of the problem is divided into several smaller and simpler elements, then 
the integrals are calculated for each element. These methods have no with any regular or irregular geometry. The 
responses of the model in the finite-element methods are approximated in nodal points, so nodal polynomials of 
Lagrange are used for interpolation of the model response. Besides, the systematic generality of the method 
makes it possible to construct general-purpose computer programs for solving a wide range of problems. In this 
paper, at first, Maxwell’s equations are discretized, then the boundary condition is applied to minimize artificial 
reflections from the edges of the computation domain. Although the governing equations and mechanisms are 
completely different between radar and seismic waves, most of GPR data processing approaches are derived from 
seismic data processing. Due to similarities in these two techniques, accordingly, we implement the first-order 
Clayton and Engquist absorbing boundary conditions (first order CE-ABC) introduced in the numerical finite-
difference modeling of seismic wave propagation. This boundary condition is simple to apply. The presented 
formulations are in matrix notation that simplifies the implementation of the relations in computer programs, 
especially in MATLAB application. After spatial discretization with FEM, time discretization is done by Finite-
Central Difference (FCD). The time discretization is the most massive and time-consuming step in modeling, 
which spatial discretization has an important role in this process. The stiffness, mass and damping matrices are 
sparse and symmetrical in FEM; so if we use the optimized numerical algorithms and storages strategies, 
computational costs and processing-time can be reduced significantly. To investigate the efficiency of FEM, the 
computer program has been written in MATLAB and has been tested on two models. The results show that the 
radar wave simulation via FEM is an accurate and effective approach in complex models. 

 
Keywords: ground-penetrating radar (GPR), finite-element method (FEM), numerical modeling, absorbing 
boundary conditions (ABC) 

___________________________________________________________________________________________ 
 Corresponding author:                                 navidamini@ut.ac.ir 


