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  چكيده

و تعيين  گرانش زمينسازي ميدان  هاي گراني زميني، روشي مرسوم و دقيق براي مدلاي با داده پتانسيل ماهواره هاي زمينتلفيق مدل
پواسون براي انتقال فروسوي اي و توپوگرافي، اغلب از انتگرال  هاي بلند ميدان از مدل ماهوارهموجبعد از حذف اثر طول. وار است زمين
كرنل . پردازدباقيمانده مي گرانشيهاي اين مطالعه به بررسي خطاي برش اين انتگرال براي داده. شودهاي باقيمانده استفاده ميداده

كند، اما كرنل نميكه اصلاح آن تغييري در نتايج ايجاد طوري شود بهسرعت ميرا ميانتگرال پواسون در حالت اصلي در فواصل كوتاه به
در اين پژوهش ضرايب برش براي تعيين . خطاي برش زيادي دارد) هاي كوتاه انتگرال پواسونموجطول(اسفروئيدي انتگرال پواسون 

دهند اين ضرايب نشان مي. شده به روش مالدنسكي محاسبه شدخطاي برش كرنل اصلي، كرنل اسفروئيدي و كرنل اسفروئيدي اصلاح
كه طوري اي كرنل اصلي و مالدنسكي تقريباً يكسان و كوچك هستند، اما ضرايب برش كرنل اسفروئيدي بزرگ هستند بهخطاي برش بر

ازآنجاكه محاسبه اين مقادير با دقت كافي . رسدگال هم ميگيري يك درجه، به چندين ميلي مقدار خطاي برش براي شعاع انتگرال
بر كرنل اسفروئيدي پواسون وابسته به ارتفاع است و محاسبه ضرايب مالدنسكي زمان. اهد بودپذير نيست، نتايج فروسو مطلوب نخوامكان
سازي نشان نتايج شبيه. هاي كروي بر مبناي كرنل كامل توسعه داده شددر اين مطالعه روشي سريع با استفاده از تعامد هارمونيك. است
ه روش مالدنسكي يكسان است و شعاع بهينه براي انتگرال پواسون در منطقه شده با اصلاح كرنل بدادهدهد كه نتايج روش توسعهمي

  .درجه است ٥/٠ايران 
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  مقدمه     ١
هاي موجطولتوانند اي ميپتانسيل ماهواره زمينهاي مدل

پس از . قت زيادي بازيابي كنندبا درا بلند ميدان  متوسط و

هاي تا موجهاي فضايي گريس و گاوس، طولمأموريت

با دقت يك سانتيمتر در ) ژئوئيد(وار  زمين كيلومتر ١٠٠

 از هامدلاما اين  ،)٢٠١١پيل و همكاران، (دسترس هستند 

از  يكه اغلب ناش ،ميدان محلي عوارض سازيمدل

رو روش مناسب  ازاين. ندهست ناتوان ،است يتوپوگراف

هاي ا مدلبزميني هاي تركيب داده ،تعيين ميدان ثقلبراي 

از نظر پراكندگي و دقت، . اي است پتانسيل ماهوارهزمين

-موجهاي زميني، طولاي نسبت به داده هاي ماهوارهداده

- بلند ميدان ثقل را با دقت بيشتري تعيين مي هاي متوسط و

مختلف تعيين ميدان  گرانشيهاي اغلب روشكنند؛ لذا 

 كنندبازگشت استفاده مي   -حذف از روش ،ثقل

  . )٢٠٠٥شوبرگ، (

هاي موجابتدا سهم طولبازگشت، -روش حذفدر 

-محاسبه و از دادهاي  ماهوارهپتانسيل  هاي زمينمدلبا بلند 

براي ايجاد فضاي همچنين . شودميهاي گراني حذف 

 شودها كم ميدادهاز توپوگرافي  گرانشيهارمونيك، اثر 

با حذف . آيند ميدست هاي باقيمانده بهترتيب دادهاين و به

، شرايط براي ايجاد فضاي هارمونيك اثر توپوگرافي و

ري گي هاي باقيمانده از ارتفاع اندازهانتقال هارمونيك داده

له مقدار مرزي ئبيضوي براي حل مس  /وار زمينبه سطح 

درنهايت، پس از حل مسئله مقدار . شودمهيا ميژئودتيكي 

اثر وار،  هاي كوتاه زمينموجمرزي ژئودتيكي و تعيين طول

حاصل از مدل  وار زمين( اسفروئيدتوپوگرافي و 

بيش در واين روش كم. شودافزوده ميبه آن ) اي ماهواره

ارتفاعي  هنجاريوار و بي هاي تعيين زمينوشاغلب ر

روش ه ب وار زميندر تعيين ؛ براي مثال شوداستفاده مي

؛ المن و ١٩٩٩ونيچك و همكاران، (هلمرت   -استوكس

تعيين ، )٢٠١٧و ياناك و همكاران،  ٢٠٠٥ونيچك، 

؛ اردلان و ١٩٩٩اردلان، ( اي مرحلهروش تكه ب وار زمين

و اردلان و  ٢٠٠٥صفري و همكاران، ؛ ٢٠٠٤گرافارند، 

 كمترين مربعات كالوكيشن، روش )٢٠١٣كريمي، 

)Least Squares Collocation( ) ،فورسبرگ و شرنينگ

هنجاري ارتفاعي به روش توابع پايه بيو تعيين ) ٢٠٠٨

  -از نظريه حذف) ٢٠١٧سعادت و همكاران، (شعاعي 

  .شودبازگشت استفاده مي

مهم محاسباتي در تعيين  يكي از مراحل لازم و

  -اي نظير استوكس دو مرحله هايروشوار در  زمين

-تكو روش ) ٢٠١٧ونيچك و همكاران، (هلمرت 

، )٢٠٠٤و اردلان و گرافارند،  ٢٠٠٣نواك، (اي  مرحله

 مرحله اول. است )انتقال فروسو( گرانشيهاي انتقال داده

 و انتقال فروسووار،  زميناي تعيين  و مرحلهدر روش د

در تعيين  .استاستوكس   /انتگرال هوتين مرحله دوم حل

گيري نيز هر دو مرحله با يك مرحله انتگرال وار زمين

  . )٢٠٠٣نواك، ( دنشومذكور در يك انتگرال تركيب مي

انتگرال پواسون روشي مرسوم براي انتقال فروسو در 

 اين انتگرالدامنه  ي،نظرديدگاه از  .وار است تعيين زمين

دليل محدوديت ، بهسطح زمين است، اما درعمل تمام

شعاع  گيري تادسترسي به داده و محاسبات، انتگرال

خطاي مربوط به قطع انتگرال . شودمشخصي محدود مي

- دور مي مناطق اثررا خطاي برش يا در يك شعاع محدود 

 مناسبانتخاب شعاع . )١٩٩٦ونيچك و همكاران، ( نامند

. داردخطاي برش انتگرال فتار بستگي به رگيري انتگرال

هاي تر باشد، به دادهگيري كوچكهرچه شعاع انتگرال

شعاع بهينه . اطراف و حجم محاسباتي كمتري نياز است

گيري است كه ترين شعاع انتگرالگيري، كوچك انتگرال

. بتوان خطاي برش آن را با دقت كافي برآورد كرد

سرعت نزديك بهازآنجاكه كرنل اين انتگرال در فواصل 

شود، تاكنون مطالعات كمي براي محاسبه اثر ميرا مي

هيوانگ . انجام شده است) اثر مناطق دور(خطاي برش 

نشان داد كه اصلاح كرنل انتگرال به روش ) ٢٠٠٢(

تأثيري در ) ١٩٦٢مالدنسكي و همكاران، (مالدنسكي 
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هاي هنجاريالبته محاسبات وي براي بي. بهبود نتايج ندارد

انجام ) هاي بلند ميدانموجبدون كم كردن اثر طول(امل ك

اصلاح كرنل ) ٢٠٠٢(در مطالعه هيوانگ و همكاران . شد

نشان داد كه ) ١٩٦٩(گور -نگبه دو روش مالدنسكي و و

گور خطاي برش زيادي -اصلاح كرنل به روش ونگ

در آن مطالعه شعاع بهينه براي انتگرال پواسون براي . دارد

دقيقه كماني  ٣٠متر،  ٢٠٠٠با ارتفاع حداكثر توپوگرافي 

  . برآورد شد

- براساس انتقال فرسوي داده) ٢٠٠٢(مطالعه هيوانگ 

هاي بلند موجبدون كم كردن اثر طول(هاي گراني كامل 

هاي هاي متعددي براي دادهاست، اما در پژوهش) ميدان

اي نيز از نتايج اين  باقيمانده و حتي روش تك مرحله

استفاده شده است؛ براي مثال در مطالعات اردلان و مطالعه 

و اردلان و ) ٢٠٠٤(، آلبرت و كلس )٢٠٠٤(گرافارند 

هاي باقيمانده با ، براي انتقال فروسوي داده)٢٠١٣(كريمي 

اي، از  مرحلهانتگرال اسفروئيدي پواسون و حتي روش تك

. نظر شده است خطاي برش و اصلاح كرنل صرف

نل كامل پواسون و كرنل اسفروئيدي ازآنجاكه رفتار كر

رود هاي بلند متفاوت است، انتظار ميموجآن در طول

رو نتايج  رفتار خطاي برش آنها نيز متفاوت باشد؛ ازاين

كرنل كامل پواسون قابل تعميم به كرنل اسفروئيدي آن 

  .نيست

هدف از انجام اين مطالعه برآورد خطاي برش انتقال 

باقيمانده با كرنل اسفروئيدي  هاي گرانيفروسوي داده

كرنل  انتگرال باخطاي برش  در اين راستا. است پواسون

اصلاح  يبرا برش، يخطا براساس و بررسي يدياسفروئ

سريع  يروش ،درانتها. شوديم يريگميتصم زينكرنل 

بدون استفاده از اصلاح كرنل پيشنهاد  برحسب كرنل كامل

شده از سازيشبيه هايكارايي روش پيشنهادي با داده و

  .شودپتانسيل بررسي ميمدل زمين

  

 

  انتقال فروسو با انتگرال پواسون    ٢
هاي سطح زمين از هنجاريدر تقريب كروي، بي

وار با حل معادله مقدار مرزي  هاي روي زمينهنجاري بي

و  هافمن(آيند  ميدستبه) انتگرال پواسون(ديريشله 

  ):٢٠٠٦موريتز، 
  

)١  (        Δ𝑔(𝑟, Ω) =
ଵ

ସగ
∫ Δ𝑔(𝑅, Ωᇱ)𝐾(𝜉, 𝜓) dΩᇱ

ఙ
,  

  

,Δ𝑔(𝑟كه  Ω) زميني،  گرانشيهنجاري بيΔ𝑔(𝑅, Ωᇱ) 

𝑟وار،  روي زمين گرانشيهنجاري بي = 𝑅 + 𝐻  شعاع

Ωو ) ژئوسنتريك(مركزي زمين = (𝜃, 𝜆)  موقعيت

ترتيب متمم عرض به Hو  𝜃 ،𝜆. مسطحاتي نقطه است

𝜉. كروي، طول كروي و ارتفاع هستند =
ோ

௥
< كميت  1

طول كروي بين  𝜓وار و  شعاع متوسط زمين 𝑅بعد، بي

,𝐾(𝜉 . گيري استنقطه محاسبه و نقطه انتگرال 𝜓)  كرنل

  ):مرجعهمان ( استپواسون انتگرال 
  

)٢                                                (𝐾(𝜉, 𝜓) =
కିకయ

௅య(క,ట)
 ,  

  

𝐿كه  = ඥ1 + 𝜉ଶ − 2𝜉 cos 𝜓  شكل . استفاصله تابع

  :)همان مرجع( طيفي اين كرنل برابر است با
  

)٣          (𝐾(𝜉, 𝜓) = ∑ (2𝑛 + 1)𝜉௡ାଶ𝑃௡(cos 𝑡).ஶ
௡ୀ଴  

  

در سطح  گرانشيهاي هنجاريبراي محاسبه بي

. طور معكوس حل شود بايد به) ١(وار، انتگرال رابطه  زمين

گيري در اين انتگرال تمام سطح زمين است، دامنه انتگرال

 𝜓଴گيري مثلاً ل بايد به يك شعاع انتگرالاما درعم

منجر به  𝜓଴محدود كردن انتگرال به شعاع . محدود شود

در . معرفي خطاي برش در اين معادله انتگرالي خواهد شد

حالت گسسته، اين معادله انتگرالي تبديل به دستگاه 

  :شودمعادلات خطي زير مي
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)٤(                                                           Δ𝑔(𝑟௜ , Ω௜) =
ଵ

ସగ
∑ Δ𝑔൫𝑅, Ω௝൯𝐾൫𝜉௜ , 𝜓௜௝൯ே

௝ୀଵ cos 𝜃௝ Δ𝜃Δ𝜆 +

Δ𝑔௜
௧௥(𝜉௜ , 𝜓଴),  

  

 𝑗و انديس ) مشاهدات(مربوط به نقاط زميني  𝑖كه انديس 

 Δ𝜆و  Δ𝜃. است) مجهولات(وار  مربوط به نقاط روي زمين

Δ𝑔௜وار،  ابعاد سلول روي زمين
௧௥  خطاي برش و𝑁  تعداد

  . وار است ها روي زمينسلول

هنجاري هاي بلند ميدان از بيموجبا حذف اثر طول

به ) ١(، انتگرال رابطه )𝐿، )Δ𝑔௅مرتبه /جاذبه تا درجه

  :شودصورت زير نوشته مي

  

)٥    (Δ𝑔௅(𝑟, Ω) =
ଵ

ସగ
∫ Δ𝑔௅(𝑅, Ωᇱ)𝐾௅(𝜉, 𝜓) dΩᇱ

ఙ
,  

  

Δ𝑔௅كه  = Δ𝑔 − Δ𝑔௅هنجاري باقيمانده و ، بي

𝐾௅ = 𝐾 − 𝐾௅  اين . است) تفاضلي(كرنل اسفروئيدي

  :برابر است با) ٣(و  )٢(كرنل با استفاده از روابط 

  
)٦(                                                             𝐾௅(𝜉, 𝜓) =

కିకయ

௅య(క,ట)
− ∑ (2𝑛 + 1)𝜉௡ାଶ𝑃௡(cos 𝑡)௅

௡ୀ଴ .  
  

-با استفاده از رابطه زير به )٤(خطاي برش در رابطه 

  ):١٩٩٦ونيچك و همكاران، (آيد  ميدست

  

)٧ (  Δ𝑔௧௥(𝜉, 𝜓଴) =
ீெక

ଶோమ
∑ (𝑛 − 1)𝑉௡(𝜉, 𝜓଴)𝑇௠,ஶ

௡ୀ଴  

  

 𝑇௠ضرب جرم زمين در ثابت گرانش و حاصل 𝐺𝑀كه 

هنجاري پتانسيل است كه از مدل بيلاپلاس هارمونيك 

,𝑉௡(𝜉. آيد ميدستپتانسيل به زمين 𝜓଴) ،𝑛 -   اٌمين ضريب

ونيچك و (شود برش است و از رابطه زير محاسبه مي

  ):١٩٩٦همكاران، 
  

)٨  (𝑉௡(𝜉, 𝜓଴) = ∫ 𝐾(𝜉, 𝜓଴)𝑃௡(cos 𝜓) sin 𝜓 d𝜓
గ

టୀటబ
 ,  

𝑃௡ اي لژاندر از درجه  جملهچند𝑛 ازآنجاكه . است

هاي بلند كرنل بستگي دارد، موجخطاي برش به رفتار طول

توان سري را مي )٧(براي محاسبه خطاي برش در رابطه 

  . محدود كرد ′𝐿به درجه 

در اين (گيري عددي از انتگرال )٨( براي حل انتگرال

شود، اما اين استفاده مي) مقاله، روش عددي رومبرگ

ديگر، اين ضرايب تابع عبارتبه. هستند 𝜉ضرايب تابعي از 

هنجاري متغير است، ازآنجاكه ارتفاع هر بي. ع هستندارتفا

اين ضرايب بايد براي هر نقطه محاسبه شوند، اما محاسبه 

. بر استضرايب و خطاي برش براي همه نقاط بسيار زمان

توان ضرايب برش براي سرعت بخشيدن به محاسبات مي

- را براي فواصل ارتفاعي محدودي محاسبه كرد و با درون

آورد دست، ضرايب براي هر ارتفاع را بهيابي آنها

) ٢٠١٩(تازگي، بوشا و همكاران به). ٢٠٠٢هيوانگ، (

روش موسوم به روش گراديان را براي محاسبه ضرايب 

در روش گراديان، . اند برش وابسته به ارتفاع توسعه داده

 بيمتر، ضرا ١٠٠٠ براي مثال ،هيپاارتفاع براي يك 

 شوديآن محاسبه م يمتوال يو مشتقات ارتفاع يمالدنسك

 بيضرا ارتفاع، هر در لوريت يسر بسط از استفاده با سپس

از شده، گفته مطالعه در. دنيآ يمدستهب يمالدنسك اصلاح

ي در اصلاح روش گراديان براي محاسبه ضرايب مالدنسك

انتگرال نيوتن براي محاسبه اثر توپوگرافي استفاده شده 

براي ) ٢٠٠٢(روش هيوانگ در مطالعه حاضر، از . است

محاسبه سريع ضرايب اصلاح كرنل مالدنسكي استفاده 

شود؛ زيرا حجم محاسباتي دو روش يكسان، اما مي

  .تر استبندي روش هيوانگ سادهفرمول

خطاي برش و ضرايب آن براي مشاهدات باقيمانده از 

  :)٢٠٠٢هيوانگ، ( آيند ميدستروابط زير به

  

)٩(  Δ𝑔௧௥(𝜉, 𝜓଴) = −
ீெక

ଶோమ
∑ (𝑛 − 1)𝑉௡

௅(𝜉, 𝜓଴)𝑇௡
௅ᇲ

௡ୀ௅ାଵ ,  

Δ𝑔௧௥(𝜉, 𝜓଴) = −
𝐺𝑀𝜉

2𝑅ଶ
෍ (𝑛 − 1)𝑉௡

௅(𝜉, 𝜓଴)𝑇௡

௅ᇲ

௡ୀ௅ାଵ

, 
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روش استاندارد براي كم كردن خطاي برش، اصلاح 

هاي بلند ميدان به نحوي است كه خطاي برش تا موجطول

در مطالعات انتقال فروسو، اغلب از . حد امكان كمينه شود

گور و روش مالدنسكي براي اين منظور - گهاي ونروش

هاي بلند موجگور اثر طول- در روش ونگ. شوداستفاده مي

استفاده از كرنل . شوداز روي كرنل كامل برداشته مي

 )٥(گور است كه در رابطه - اسفروئيدي معادل روش ونگ

گور در مطالعات اردلان و - روش ونگ. رفته استكار به

براي روش ) ٢٠٠٤(آلبرت و كليس و ) ٢٠٠٤(گرافارند 

  .اي استفاده شده است اي و دو مرحله مرحلهتك

- از اين پس به(در اصلاح كرنل به روش مالدنسكي 

به  𝑡௡، ضرايب اصلاح )طور خلاصه، كرنل مالدنسكي

  :شوندهاي بلند كرنل اسفروئيدي اعمال ميموجطول

  

)١٠ (                                                𝐾௅,ெ(𝜉, 𝜓, 𝜓଴) =

𝐾 − 𝐾௅ − ∑
ଶ௡ାଵ

ଶ
𝑡௡(𝜉, 𝜓଴)𝑃௡(cos 𝜓) , 𝑚 ≤ 𝐿௅

௡ୀ଴ .  
  

از شرط كمينه شدن مربعات خطاي  سپس اين ضرايب

ونيچك (آيند  ميدستبرش و حل دستگاه معادلات زير به

  ):١٩٩٦و همكاران، 

  

)١١  (                    ∑
ଶ௡ାଵ

ଶ
𝑅௡,௠(𝜓଴) 𝑡௡(𝜉, 𝜓଴) =௅

௡ୀ଴

∫ 𝐾௅,ெగ

టୀటబ
(𝜉, 𝜓) 𝑃௠(cos 𝜓) , 𝑚 ≤ 𝐿  

  

براين، شكل طيفي خطاي برش براي كرنل علاوه

است با اين تفاوت كه در ) ٩(همانند رابطه مالدنسكي 

  .رود ميكار به) ١٠(محاسبه ضرايب برش، كرنل رابطه 

  

  انتقال فروسو با كرنل كامل    ٣
نل فارغ از وابستگي ضرايب برش به ارتفاع، هر دو كر

اسفروئيدي و مالدنسكي شامل يك بخش طيفي وابسته به 

محاسبه اين بخش كرنل براي هر نقطه . ارتفاع نقطه هستند

. بر استهاي متراكم، زمانويژه براي دادهدر سطح زمين به

يك روش براي سرعت بخشيدن به محاسبات، ايجاد 

جداولي براي ارتفاعات و فواصل كروي مختلف و 

. يابي آنها براي تعيين مقدار كرنل است دروناستفاده از 

هايي همراه ازآنجاكه اين فرايند ممكن است با تقريب

باشد، در اينجا با استفاده از ميرايي سريع كرنل پواسون، 

-روشي براي استفاده از كرنل كامل بدون كم كردن طول

ايده اين . شودهاي بلند و حتي اصلاح آن ارائه ميموج

از كرنل كامل به جاي كرنل اسفروئيدي  روش، استفاده

. است) ٥(هاي باقيمانده در رابطه براي انتقال فروسوي داده

حسن استفاده از كرنل كامل، سرعت بالاي محاسبه آن و 

نياز نداشتن به اصلاح است؛ زيرا شامل قسمت طيفي 

هاي كروي روي كره در اينجا از تعامد هارمونيك. نيست

گيري تمام سطح زمين ر دامنه انتگرالاگ. كنيماستفاده مي

 )𝐾௅(هاي بلند كرنل موجافزودن طول )٥(باشد، در رابطه 

تغييري ) هاي كرويبا توجه به تعامد هارمونيك(به كرنل 

  :در رابطه ايجاد نخواهد كرد؛ بنابراين خواهيم داشت
  

)١٢    (              
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 )٩(همانند رابطه  Δ𝑔୲୰خطاي برش ر رابطه اخير، د

است با اين تفاوت كه در محاسبه ضرايب برش، كرنل 

  :رود كارميكامل به
  

)١٣         (Δ𝑔௧௥(𝜉, 𝜓଴) = −
ீெక

ଶோమ
∑ (𝑛 −௅ᇲ

௡ୀ௅ାଵ

1)𝑉௡ (𝜉, 𝜓଴)𝑇௡,  
  

  انتقال فروسو با كرنل متوسط     ٤
-نوع كميتسازي انتگرال پواسون بستگي به نحوه گسسته

اي يا متوسط  آن از نظر نقطه گرانشيهاي هنجاريهاي بي

ها در سطح هنجاريدر ژئودزي فيزيكي از بي. بودن دارد



 ٩٣                                                                                                                         باقيمانده جاذبي هايهنجاريبي يانتقال فروسو يبرا پواسونبرش انتگرال  خطاي

  

وار در انتگرال استوكس استفاده  وار براي تعيين زمين زمين

ازآنجاكه براي حل انتگرال استوكس از روش . شودمي

هاي يهنجارشود، به بياي استفاده مي عددي ذوزنقه

-وار نياز داريم؛ بنابراين مدل گسسته متوسط در سطح زمين

-متوسط يا متوسط  -سازي انتگرال پواسون بايد مدل نقطه

اي يا متوسط در  هاي نقطههنجاريمتوسط باشد؛ يعني بي

. هاي متوسط تبديل كندهنجاريسطح زمين را به بي

نيز نشان داد خطاي ) ٢٠١١(مطالعه گلي و همكاران 

متوسط و   -هاي نقطهسازي انتگرال پواسون در مدلهگسست

نقطه است؛   -متوسط به مراتب بيشتر از مدل نقطه   -متوسط

-سازي متوسطرو در اين مطالعه از مدل گسسته ازاين

  . شودمتوسط استفاده مي

اي به متوسط  سازي از نقطهبراي تبديل مدل گسسته

اي  طهكافي است در همه روابط قبلي به جاي كرنل نق

وار استفاده كنيم؛  پواسون از متوسط آن در هر سلول زمين

  :براي مثال كرنل متوسط كامل پواسون برابر است با

  

)١٤ (                          𝐾(𝜉, 𝜓) = ∫ 𝐾(𝜉, 𝜓) dΩ
஼ೕ

∫ .
஼ೕ

  

  

ديگر، براي محاسبه كرنل در مركز سلول از عبارتبه

انتگرال فوق در . شودانتگرال آن در تمام سلول استفاده مي

شود و در سيستم مختصات كروي به روش عددي حل مي

در اين . سيستم مختصات دكارتي جواب تحليلي دارد

مقاله از جواب تحليلي آن در سيستم مختصات كروي 

استفاده ) ٢٠١١(براساس مطالعه گلي و نجفي علمداري 

همانند كرنل متوسط كامل، كرنل متوسط . شده است

  .شوندتعريف مي) ١٤(لدنسكي نيز با رابطه اسفروئيدي و ما

  

  نتايج عددي    ٥
براي بررسي اثر خطاي برش بر انتقال فروسو و آزمودن 

هاي گراني در سطح ايده استفاده از كرنل كامل، به داده

گيري ازآنجاكه قادر به اندازه. وار نياز داريم زمين و زمين

اي هلمرت ههنجاريوار نيستيم، از بي گراني روي زمين

-بيبراي اين منظور، . كنيمشده استفاده ميسازيشبيه

 EGM2008پتانسيل هاي هلمرت از مدل زمينهنجاري

 ٢٨١هاي متناظر با هارمونيك) ٢٠١٢و همكاران،  سيپاول(

و مدل ارتفاعي هارمونيك متناظر با همين  ٢١٦٠تا 

وار محاسبه  ها تا توان چهارم روي زمين و زمينهارمونيك

دقيقه در  ٣شبكه منظم با گام محاسبات روي يك . شدند

و طول  ٢٥°, ٤٠°منطقه ايران محدود به عرض 

جزئيات روابط . صورت گرفت ٤٥°, ٦٠° ژئودتيكي

مورد استفاده در اين محاسبات پيش از اين در مقالات 

آمده است و در ) ٢٠١٨(متعددي نظير گلي و همكاران 

  . شودادامه فقط به روابط كلي آن اشاره مي

از اعمال اثر توپوگرافي بر  Δ𝑔ுهنجاري هلمرت بي

  :آيد ميدست هنجاري هواي آزاد بهبي
  

)١٥ (                            Δ𝑔ு = Δ𝑔ி஺ + DTE + SITE,  
  

ترتيب به SITEو  DTE هواي آزاد، هنجاريبي Δ𝑔ி஺كه 

  :اثر مستقيم و غيرمستقيم توپوگرافي هستند
  

)١٦   (                             DTE =
డఋ௏

డ௥
  , SITE =

ଶ

௥
𝛿𝑉  

  

توپوگرافي  گرانشيتفاضل پتانسيل  𝛿𝑉در اين روابط 

 وار زمينروي ) شدهفشرده(شده و توپوگرافي تحكيم

از سري  𝛿𝑉هواي آزاد و  هنجاريبيهمچنين . است

  :نيك برابر است باهارمو
  

)١٧                                              (    Δ𝑔ி஺(𝑟, 𝜃, 𝜆) =

ீெ

௔
∑

௡ିଵ

௥
ቀ

௔

௥
ቁ

௡ାଵ

𝑇௡ ,ଶଵ଺଴
௡ୀଶ଼ଵ 𝛿𝑉(𝑟, 𝜃, 𝜆) =

∑ ቀ
ோ

௥
ቁ

௡ାଵ

ቀ
ଵ

ଶ௡ାଵ
ቁஶ

௡ୀଶ଼ଵ ቀ
௡

ଶ
𝐻௡

(ଶ)
+

௡(௡ାଷ)

଺ோ
𝐻௡

(ଷ)
+

௡(௡ାଵ)(௡ାଶ)

ଶସோమ 𝐻௡
(ସ)

ቁ,  
  

سط شعاع متو 𝑅. است پتانسيل زمينمقياس مدل  𝑎 كه

 هنجاريبيضريب لاپلاس هارمونيك كروي  𝑇௡، زمين

𝐻௡و پتانسيل 
(௜)  توانi - ُاستم توپوگرافي ا .  
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 ٣با گام  SRTMتوپوگرافي منطقه آزمون براساس مدل ارتفاعي  .١شكل 

  .دقيقه

  

  
 گيريمختلف و شعاع انتگرال ضرايب مالدنسكي براي ارتفاعات .٢شكل 

°١𝜓଴ =  

  

در اين مطالعه، ارتفاع نقاط روي سطح زمين از مدل 

شكل (آمد دست دقيقه به ٣با گام  SRTMارتفاعي رقومي 

با  SRTMهاي گيري دادهاين مدل ارتفاعي از ميانگين). ١

محاسبه شد كه در همه مناطق زمين در  ثانيه ٣٠گام 

هاي هلمرت، هنجارياز بي علت استفاده. دسترس هستند

وار  اطمينان از هارمونيك بودن آنها در فضاي بالاي زمين

همچنين دليل انتخاب . و امكان انتقال فروسوي آنها است

ها، اطمينان از پايداري انتقال فروسو دقيقه براي داده ٣گام 

  .است) ٢٠١٨(براساس مطالعه گلي و همكاران 

ح مالدنسكي براي ضرايب اصلا ،)١٠(كمك رابطه  به

، ٢٥٠٠، ٢٠٠٠، ١٥٠٠، ١٠٠٠، ٥٠٠، ١٠٠ارتفاعات مختلف 

 ٣٠گيري متري و دو شعاع انتگرال ٥٠٠٠و  ٤٠٠٠، ٣٠٠٠

اين  ٢شكل ٢شكل . اند دقيقه محاسبه شده ٦٠دقيقه و 

متر براي شعاع  ٣٠٠٠تا  ٥٠٠ضرايب را براي ارتفاعات 

𝜓଴ ١°گيريانتگرال براساس اين شكل، . دهدنشان مي =

آرامي  اين ضرايب نسبت به ارتفاع و درجه هارمونيك به

يابي آنها براي هر كنند؛ بنابراين خطاي درونتغيير مي

  .قبول خواهد بود  ارتفاع از نمودار فوق قابل

ضرايب خطاي برش  )٩(و  )٧(با استفاده از روابط  

متر محاسبه  ١٠٠٠براي ارتفاع  ٧٢٠تا  ٢٨١براي درجات 

اين ضرايب را براي سه  ج-٣الف تا -٣هاي شكل. شد

 ١٠٠٠كرنل كامل، اسفروئيدي و مالدنسكي براي ارتفاع 

٥/٠𝜓଴° , ١°گيري متر و دو شعاع انتگرال - نشان مي  =

مشهود است، ضرايب  ٣ه در شكل طوركهمان. دهند

برابر  ٥٠٠خطاي برش مربوط به كرنل اسفروئيدي حدود 

همچنين ضرايب برش كرنل مالدنسكي . كرنل كامل است

با افزايش شعاع . برابر از كرنل كامل كمتر است ١٠

رود ضرايب برش كم انتظار مي ١° به ٥/٠°گيري از انتگرال

با وجود افزايش دهد كه ج نشان مي-٣شوند، اما شكل 

گيري، ضرايب برش براي كرنل اسفروئيدي شعاع انتگرال

  .همچنان بزرگ هستند و مقدار درخورتوجهي دارند

براي بررسي بهتر اثر ضرايب برش، خطاي مربوط به 

هاي هلمرت در سطح هنجاريبراي بي. هريك محاسبه شد

خطاي برش انتگرال  )٩(و  )٧(زمين و با استفاده از روابط 

. محاسبه شد ١° و ٥/٠° گيريمتناظر با دو شعاع انتگرال

هاي هنجاريبيازآنجاكه در اينجا با انتقال فروسوي 

هلمرت سروكار داريم، براي محاسبه خطاي برش در 

-بيپتانسيل، بايد  هنجاريبيجاي ه ب )٩(و  )٧( روابط



                                                                                                                         ٩٥ 

  

است كه با يك كامپيوتر معمولي نيز  

رسد اصلاح كرنل بنابراين به نظر ميحل است؛ 

  . اسفروئيدي امري لازم است

  
  )الف(

  
  )ب(

  
  )ج(

 كرنل كامل و) ب( كرنل مالدنسكي) الف(ضرايب برش براي 

 متر  ١٠٠٠ارتفاع در  اسفروئيدي

                                                                                          باقيمانده جاذبي هايهنجاريبي يانتقال فروسو يبرا

 اريهنجبي. پتانسيلِ هلمرت قرار داده شود

𝑇ுپتانسيل هلمرت از رابطه  = 𝑇 − 𝛿𝑉 آيد  ميدستهب

توپوگرافي و توپوگرافي  گرانشيتفاضل پتانسيل 

 .شودمحاسبه مي )١٥

خطاي برش انتقال فروسو  ج-٥الف تا 

-دقيقه را براي كرنل ٣هاي هلمرت با گام 

. دهدنشان مي ٥/٠° گيريشعاع انتگرال

 پتانسيلزمينبراي محاسبه اين مقادير از مدل 

استفاده شده  ٧٢٠تا  ٢٨١ا درجه و مرتبه 

هاي براي كرنل ٧٢٠درجه  ها،كلاين ش

اما با توجه به مقادير  ،كافي است كامل و مالدنسكي كاملاً

به درجات  اسفروئيديرنل براي ك

ادامه محاسبات براي اين كرنل در 

دليل نخست اين است . درجات بالا به دو دليل ميسر نيست

بر است؛ زيرا در رابطه كه محاسبه درجات بالا بسيار زمان

نياز است؛ براي  به محاسبه توابع لژاندر از درجات بالا

زبان فرترن و يك كامپيوتر با  شده به

مگاهرتز، زمان مورد نياز براي هر 

دليل دوم، مفهوم بالا رفتن درجه . ساعت است

عبارتي، نزديك شدن به فركانس محلي 

ميدان است؛ يعني خطاي برش كرنل اسفروئيدي، شامل 

-هاي زمينيجه، مدلدرنت. هاي محلي ميدان نيز هست

پتانسيل توانايي برآورد دقيق خطاي برش را نخواهند 

حل جايگزين براي اين منظور، افزايش شعاع 

گيري نياز به گيري است، اما افزايش شعاع انتگرال

هاي اطراف بيشتري دارد و ابعاد دستگاه معادلات 

براي انتقال فروسوي برد؛ براي مثال 

با فاصله  گرانشيهاي هنجارياز بي

درجه بايد يك دستگاه  ٢گيري 

حل شود  ١٧٦٤٠٠×١٧٦٤٠٠معادلات با ابعاد حداقل 

اين مقدار  ٥/٠°گيري كه براي شعاع انتگرال

٤٤١٠٠×٤٤١٠٠ 

حل است؛ قابل

اسفروئيدي امري لازم است
  

ضرايب برش براي  .٣شكل 

اسفروئيديكرنل  )ج(

برا پواسونبرش انتگرال  خطاي

پتانسيلِ هلمرت قرار داده شود هنجاري

پتانسيل هلمرت از رابطه 

تفاضل پتانسيل ( 𝛿𝑉كه 

١٥(از رابطه ) شدهتحكيم

الف تا -٥ هايشكل

هاي هلمرت با گام هنجاريبيبراي 

شعاع انتگرال وهاي مختلف 

براي محاسبه اين مقادير از مدل 

EGM20008 ا درجه و مرتبه ب

اين شبا توجه به . است

كامل و مالدنسكي كاملاً

براي ك ،بزرگ ضرايب برش

ادامه محاسبات براي اين كرنل در . داريمنياز بالاتر 

درجات بالا به دو دليل ميسر نيست

كه محاسبه درجات بالا بسيار زمان

به محاسبه توابع لژاندر از درجات بالا) ٩(

شده بهمثال با كد تهيه

مگاهرتز، زمان مورد نياز براي هر  ٤سرعت محاسباتي 

ساعت است ٣٦ارتفاع 

عبارتي، نزديك شدن به فركانس محلي هارمونيك يا به

ميدان است؛ يعني خطاي برش كرنل اسفروئيدي، شامل 

هاي محلي ميدان نيز هستمؤلفه

پتانسيل توانايي برآورد دقيق خطاي برش را نخواهند 

حل جايگزين براي اين منظور، افزايش شعاع راه. داشت

گيري است، اما افزايش شعاع انتگرالانتگرال

هاي اطراف بيشتري دارد و ابعاد دستگاه معادلات داده

برد؛ براي مثال خطي مسئله را بالا مي

از بي ٣°×٣°يك بلوك 
گيري با شعاع انتگرال ١'×١'

معادلات با ابعاد حداقل 

كه براي شعاع انتگرالدرحالي
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  )ج(                                                                  )   ب(                                                              )   الف(

 گيريشعاع انتگرال .اسفروئيديكرنل  )ج( كرنل كامل) ب( نسكيكرنل مالد) الف(خطاي برش براي  .٤شكل 
°٥/٠𝜓଴   .گال استميليخطا و واحد   =

  

  
  )ج(                                                                  )   ب(                                                              )   الف(

𝜓଴ گيريشعاع انتگرال. اسفروئيديكرنل  )ج( كرنل كامل )ب( كرنل مالدنسكي )الف( خطاي برش براي .٥شكل  =   .گال استميليخطا و واحد      ∘1

  

مشهود است، خطاي  ٥و  ٤هاي طوركه در شكلهمان

خطاي برش يك خطاي . برش يك خطاي تصادفي نيست

هاي موجتأثير طول  مند و تحتنظام) به بيان بهتر مؤلفه(

تا  ٢٨١در اينجا، درجات هارمونيك (ميدان گراني متوسط 

هاي متوسط توپوگرافي، اغلب موجطول. است) ٧٢٠

هاي متوسط ميدان گراني هستند؛ موجمسئول ايجاد طول

- ها بيشتر شبيه طوللذا الگوي اين خطا در اين شكل

  . هاي متوسط توپوگرافي است موج

راي در اين بخش اثر خطاي برش در انتقال فروسو ب

٥/٠𝜓଴°گيري هاي مختلف و شعاع انتگرالكرنل = 

، اين شعاع ٦و  ٥هاي با توجه به شكل. شودبررسي مي

هاي هلمرت را هنجاريبي. براي انتقال فروسو كافي است

بار بدون بار با درنظرگرفتن خطاي برش و يكيك

-وار ادامه فروسو مي درنظرگرفتن خطاي برش روي زمين

. ك.ر(ل فروسو از كرنل متوسط پواسون براي انتقا. دهيم

سازي انتگرال، پس از گسسته. شوداستفاده مي) ٤بخش 
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. است ٨٠٠٨٠×٨٠٠٨٠ابعاد دستگاه معادلات خطي حاصل 

براي غلبه بر مشكل تخصيص حافظه محاسباتي، با توجه به 

-صفر بودن اغلب عضوهاي ماتريس ضرايب از ماتريس

-معادلات خطي بهحل دستگاه . هاي تنك استفاده شد

سازي كمك روش تكراري كمترين مربعات با دوقطري

پايگ و ( LSQRلنكزوز موسوم به كمترين مربعات 

هاي هنجاريازآنجاكه بي. انجام شد) ١٩٨٢ساندرز، 

توان خطاي وار معلوم هستند، مي هلمرت در سطح زمين

  .محاسبه كرد LSQRانتقال فروسو را براي هر تكرار 

  

  
  اسفروئيديتكرار اول انتقال فروسو با كرنل  ٥٠نرم خطاي  .٦شكل 

  

. آمده است ١نتايج عددي خطاي هر كرنل در جدول 

دهد كه تكرارهاي نتايج عددي انتقال فروسو نشان مي

-هاي كامل و مالدنسكي همگرا هستند بهمربوط به كرنل

-كمتر مي كه در هر تكرار، نرم خطاي انتقال فروسوطوري

ديگر، مسئله انتقال فروسوي آنها پايدار  عبارت به. شود

است، اما در تكرارهاي دستگاه معادلات كرنل 

افتد؛ يعني در همگرايي اتفاق مياسفروئيدي، پديده شبه

شود سپس نرم چند تكرار اول، خطاي تكرارها كم مي

 ٦طوركه در شكل همان). ٦شكل (يابد خطاها افزايش مي

همگرايي، نظركردن از شبهاست، حتي با صرفمشهود 

. خطاي انتقال فروسو با كرنل اسفروئيدي خيلي زياد است

همگرايي، خطاي انتقال فروسو نظركردن از شبهبا صرف

 ٥/٧گال بدون درنظرگرفتن خطاي برش و ميلي ٩حدود 

اعمال خطاي . گال با درنظرگرفتن خطاي برش استميلي

انتقال فروسو شده است، اما خطا برش باعث بهبود نتايج 

  .همچنان بزرگ است

  
-شعاع انتگرال. هاي مختلفخطاي انتقال فروسو براي كرنل .١جدول 

  گال استدرجه و واحد ميلي ٥/٠گيري 

  كرنل
خطاي 

  برش

  خطاي انتقال فروسو

  ميانگين  بيشينه  كمينه
انحراف 

  معيار

  مالدنسكي

-اعمال

  نشده
٧٥٨/٠  -٠٤٥/٠  ٠٢٧/٨  - ٩٤٨/٢٣  

-اعمال

  شده
٧٥٨/٠  -٠٤٤/٠  ٠٣٢/٨  - ٩٧٥/٢٣  

  كامل

-اعمال

  نشده
٧٥٨/٠  -٠٤٥/٠  ٠٢٧/٨  - ٩٤٨/٢٣  

-اعمال

  شده
٧٦٠/٠  -٠٤٨/٠  ٩٩٨/٧  - ٩٨١/٢٣  

 اسفروئيدي

-اعمال

  نشده
٧٩٦/١٤  - ٨٢٠/١٢  ٢٠٦/٣٢  - ٩١٤/٨٣  

-اعمال

  شده
٥٣٣/١٠  -٥٦٠/٩  ٠٢٢/٢٣  - ٠٢٩/٦٠  

  

دهد در اصلاح كرنل به روش نشان مي ١نتايج جدول 

 مالدنسكي، براي
°٥/٠𝜓଴ خطاي برش بسيار كوچك  ، =

است و نتايج انتقال فروسو را تنها در حد چند ميكروگال 

رو درعمل از محاسبه و اعمال آنها  دهد؛ ازاينتغيير مي

نتايج اين جدول همچنين حاكي . نظر كردتوان صرفمي

هاي كرنل كامل براي انتقال دادهاز موفقيت استفاده از 

اعمال خطاي برش براي كرنل كامل باعث . باقيمانده است

كاهش دقت به ميزان يك ميكروگال شده كه خلاف 

تواند اين ميزان بسيار كوچك است و مي. انتظار است

ناشي از خطاي گرد كردن يا خطاي محاسباتي در برآورد 

هد اختلاف نتايج دهمچنين نتايج جدول نشان مي. آن باشد

كرنل مالدنسكي و كرنل كامل كمتر از يك ميكروگال 

  . است
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  گيري نتيجه    ٦
هاي ژئودزي دامنه انتگرال پواسون همانند اغلب انتگرال

فيزيكي تمام كره زمين است كه قطع آن براي شعاع 

كه درصورتي. شودمحدود منجر به معرفي خطاي برش مي

تر از بزرگ(ناسبي باشد گيري مقدار مشعاع انتگرال
، مقدار اين خطا در حد چند صد ميكروگال است و )٥/٠°

تأثير چشمگيري در ) به روش مالدنسكي(اصلاح كرنل 

كم كردن آن ندارد، اما خطاي برش براي كرنل 

  . اسفروئيدي پواسون بزرگ است

براي بررسي اثر خطاي برش بر نتايج انتقال فروسو از 

شده از مدل سازيشبيههاي هلمرت هنجاريبي

 ٢١٦٠تا  ٧٢٠هاي متناظر با درجه EGM2008پتانسيل  زمين

-هاي شبيهاستفاده از داده. دقيقه استفاده شد ٣با تراكم 

هاي محلي هاي واقعي كه فركانسشده به جاي دادهسازي

سيگنال گراني هستند، ناقض نتايج عددي اين مطالعه 

بررسي خطاي برش نخواهد بود؛ زيرا هدف اين مطالعه 

هاي بلند موجانتقال فروسو است و اين خطا متأثر از طول

براين، براي بررسي علاوه. كرنل انتگرال پواسون است

صحت نتايج انتقال فروسو نياز به داده گراني روي 

ها وجود ندارند؛ بنابراين چاره اي وار است و اين داده زمين

  .وار وجود ندارد سازي روي زمينجز شبيه

براساس نتايج عددي اين مطالعه، خطاي برش براي 

درجه  ١يا  ٥/٠گيري كرنل اسفروئيدي با شعاع انتگرال

دستگاه معادلات خطاي آن، . گال استبيشتر از چند ميلي

حتي با اعمال خطاي برش ناپايدار و نتايج انتقال فروسو، به 

اصلاح كرنل اسفروئيدي . همگرايي آلوده استپديده شبه

تواند خطاي برش را به سطح چند روش مالدنسكي ميبه 

كه اعمال آن تأثير طوريده ميكروگال كاهش دهد به

در اين مطالعه براي رهايي . ملموسي بر نتايج نداشته باشد

بر ضرايب اصلاح كرنل مالدنسكي و از محاسبات زمان

. كرنل آن، روشي بر مبناي استفاده از كرنل كامل ارائه شد

شده با دقتي معادل دهد روش پيشنهادن مينتايج نشا

طور همين. كنداصلاح كرنل به روش مالدنسكي عمل مي

نتايج عددي نشان داد شعاع بهينه براي انتگرال پواسون 

٥/٠𝜓଴°براي منطقه ايران برابر    .است =
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Summary 
The global gravity models (GGM) are combined with the surface gravity data to geoid determination in remove-
restore scheme. In the remove step, the residual gravity anomalies are computed by subtracting the long 
wavelength signal of gravity anomalies, computed from GGM, as well as the gravitational effect of topographic 
masses. In next step, the residual anomalies are downward continued (DWC) into the geoid/ellipsoid surface for 
solving the Stokesian boundary value problem. In restore step, the long wavelength of geoid and indirect effect of 
topography are restored. The main goal of the present paper is to study the truncation error of spheroidal 
Poisson’s integral. 

The comparison  of truncation coefficient of full and spheroidal kernel shows that the truncation error of 
spheroidal kernel is at least 500 times of full kernel. As a result, modification of the kernel using spheroidal 
Poisson kernel is vital for DWC. 

Since the Poisson kernel depends on height, the modification must be computed for individual observation 
height. The computation of modification coefficients for all observations needs long computational time. To 
overcome this problem, they can be interpolated using suitable pre-computed coefficients of few reference 
altitudes. To escape from time consuming modification process, we proposed a fast and accurate method based 
on the full kernel. This method uses the orthogonal property of Legendre polynomial. 

For numerical test, the proposed method was applied in Iran within latitude band of [25∘, 40∘] and longitude 
band of [45∘, 60∘]. To test the effect of the truncation error on DWC accuracy, Helmert gravity anomalies 
corresponding to spherical degree 281-2160 were synthesized using EGM2008 and spherical harmonics of the 
topography on both Earth’s surface and geoid. The truncation error of full, spheroidal and modified spheroidal 
(using Molokensij method) were evaluated for integration radius 𝜓଴= 0.5 and 1 arc-deg. Our results show that for 
both radii, truncation error of full and modified kernel is about hundreds 𝜇Gals, whereas these values can reach to 
several mGals for spheroidal kernel. Numerical results show that large truncation error yields the wrong results of 
DWC with spheroidal Poisson kernel. Also, the results show the good performance of proposed method in 
comparison with Molodenskij modified kernel. 
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